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Resumo

Neste trabalho faz-se uma comparagdo entre as inferéncias bayesiana e frequentista para a estimacao de
propor¢des em um processo eleitoral brasileiro. Foi feito um contraponto entre as probabilidades a posteriori
bayesianas e os intervalos/regides de confianca frequentistas. Mostrou-se que os intervalos de confianca ap-
resentados pelos institutos de pesquisa brasileiros ndo possuem a confianca que afirmam ter, levando o autor
a desenvolver uma metodologia alternativa, denominada neste trabalho como frequentista correta. De posse
das abordagens bayesiana, frequentista correta e dos institutos, encontrou-se um teorema — em um cenario
com dois candidatos — que relaciona intervalos de confianca frequentistas com probabilidades a posteriori
bayesianas. Para trés candidatos sdo apresentados exemplos que contradizem a nocdo de empate técnico

definida pelos intitutos, largamente veiculada nos meios de comunicacao.

Palavras-chave: inferéncia bayesiana, elei¢cdes, proporcao, pesquisa eleitoral.
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Abstract

In this paper was made comparisons between the bayesian and frequentist inferences for the estimation
of the proportions in a brazilian electoral process. It was made a comparison between the bayesian posterior
probabilities and frequentist confidence intervals/regions. It was shown that the confidence intervals submitted
by brazilian research institutes lack the confidence that they claim to have, taking the author to develop an
alternative approach, called in this work correct frequentist. With bayesian, correct frequentist and institutes
approaches, we derived a theorem that relates — in a cenario with two candidates — frequentist confidence
intervals with bayesian posterior probabilities. For three candidates are given examples that contradict the

“tie” notion defined by the brazilian research institutes, widely disseminated in mass media.

Keywords: bayesian inference, electoral competition, proportion, electoral survey.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes Preliminares

A cada dois anos o povo brasileiro participa das elei¢des, um direito conquistado apds anos de repressao
politica e militar e que asseguraram um Estado democratico, ao menos em paises onde o povo tem informacao
e expressa sua opinido através do voto. Devido as incertezas que circundam o resultado eleitoral, faz-se quase
que obrigatéria a presenca de avaliacdes a respeito dessas incertezas. A isto damos o nome de pesquisa
eleitoral, que pode ser dividida em dois grandes momentos: o delineamento amostral e a andlise dos dados
obtidos através deste delineamento. O foco deste trabalho estd na segunda parte, onde assume-se que a amostra
foi “bem selecionada”. O autor ndo entrard no mérito da qualidade da sele¢do visto que este topico renderia

outra dissertacdo. Para maiores detalhes a respeito de amostragem, sugere-se [ le

[ I
1.2 Objetivos

O objetivo deste trabalho é ressaltar e analisar as diferencas entre as abordagens frequentista e bayesiana
para a estimacdo de propor¢des em um cendrio eleitoral brasileiro. Para isto foram estruturadas metodologias

apresentadas ao longo dos Capitulos 2 e 3, que embasam a discussdo apresentada no Capitulo 4.
1.3 Organizacao do Trabalho

No Capitulo 2, sdo apresentados os conceitos fundamentais de Inferéncia Bayesiana. No Capitulo 3 faz-se
a estruturacdo e comparacgdo de trés metodologias de inferéncia para propor¢do: i) institutos, ii) frequentista
correta e iii) bayesiana. No Capitulo 4 sdo feitas comparagdes entre as trés metodologias descritas no Capitulo
3. Finalmente, no Capitulo 5 discutimos algumas conclusdes obtidas neste trabalho. Analisamos as vanta-
gens e desvantagens dos métodos propostos, fazendo um apanhado geral do que foi discutido nos capitulos

anteriores, sugerindo alguns topicos para pesquisas futuras.
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Capitulo 2

Inferéncia Bayesiana

Inferéncia estatistica € o importante ramo da Estatistica que tem por objetivo fazer afirmagdes sobre quan-
tidades desconhecidas (parametros). Tal tipo de afirmagdo deve sempre vir acompanhada de uma medida de
precisdo sobre sua veracidade. Para realizar este trabalho o estatistico coleta informacdes de dois tipos: ex-
perimentais (as amostras) e culturais (aquelas que obtém através da literatura e do conhecimento técito). As

duas principais escolas de inferéncia sao a Inferéncia Bayesiana e a Inferéncia Frequentista (ou Classica).

Inferéncia Bayesiana é um tipo de inferéncia estatistica que descreve as incertezas sobre quantidades
desconhecidas de forma probabilistica. Incertezas sao modificadas periodicamente apds observacdes de novos
dados ou resultados. A operacdo que calibra a medida das incertezas é conhecida como operagdo bayesiana e

€ baseada na Férmula de Bayes.
2.1 Formula de Bayes

A Formula de Bayes ¢ um mecanismo formal utilizado para combinar a opinido do pesquisador a priori
com a informacao dos dados, obtida através da (funcao de) verossimilhanca ( [ ]). Podemos
pensar intuitivamente na Férmula de Bayes como uma ferramenta que nos informa a probabilidade da causa
dada a consequéncia. Muitas vezes as pessoas tratam erroneamente a Inferéncia Bayesiana como a simples

aplicacdo desta férmula.

Seja o espaco de probabilidade (2, A, P), onde

e Q¢ um espaco fundamental ndo vazio (que nas aplicacdes coincide, em geral, com o espago amostral)

com elementos w, w € Q, chamados eventos elementares e subconjuntos A, A C £, designados eventos;
o A ¢ a familia (dlgebra ou o-dlgebra) dos eventos dotados de probabilidade;

e P ¢ a medida de probabilidade definida para os eventos A C Q, A C A, em que P(A) € a probabilidade

do evento A.
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Seja uma particdo finita (ou infinita) de Q,
A1,Ay, ... Ay, P(A) >0, A; ﬂAj =0,i+ j, UA; = Q.

Dado outro evento B qualquer, com P(B) > 0, é f4cil verificar a decomposi¢do de B na unido de conjuntos

disjuntos
B =U;(A; N B).
Consequentemente a aditividade da fun¢do P e a defini¢do de probabilidade condicional, temos
P(B) = 2.; P(Ai N B) = X,; P(B|A)P(A)).
Finalmente, notando

P(A; N B) = P(BIAj))P(A;) = P(Ai|B)P(B)

e resolvendo em relagcdo a P(A;|B), chega-se a Féormula de Bayes

P(B|A)P(A;)) _ P(B|A)P(A))

PAIB) = =5 = S P(BIA)PAY)

2.1)

2.2 Permutabilidade

Introduzido por [ ], o conceito de permutabilidade (exchangeability) é de grande im-

portancia na Inferéncia Bayesiana. Esta ideia surgiu quando de Finetti percebeu uma incongruéncia em afirmar

que eventos (A1, A»,...,A,) observados em sequéncia — em particular varidveis aleatérias (X1, Xp,...,X,) —
sao independentes com probabilidade constante mas desconhecida ( [ D.

Formalmente, dizemos que um conjunto finito de varidveis aleatérias (X1, X, . . ., X;;) € permutdvel quando

FOo,x2, o xn) = f(Xn(1ys Xn(2)s - - - s Xnm))s (2.2)

qualquer que seja a permutacdo de {m(1), 7(2),...,n(n)} do conjunto {1, 2,...,n}. Um conjunto infinito de

variaveis aleatérias X;, i = 1,2,... é dito permutavel se qualquer subconjunto for permutavel no sentido de
(2.2).
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Finetti mostrou que todas as sequéncias bindrias permutaveis sdo misturas de sequéncias de Bernoulli.

[ ] generalizaram o resultado de Finetti para qualquer sequéncia de varidveis.

Intuitivamente, permutabilidade poderia ser considerada da seguinte maneira: se uma pessoa observa uma
sequéncia de experimentos aleatérios mas nio acredita que a ordem destes experimentos € relevante para a
obtencdo de informacdo sobre os pardmetros, entdo ela considera esta sequéncia permutavel. A suposicdo de

permutabilidade € mais fraca que a suposicao de indepedéncia, flexibilizando a solucdo de problemas.

A principal consequéncia da permutabilidade é o Teorema da Representagdo de Finetti, de interpretacdo
bastante dificil e sucintamente apresentado a seguir. Se X;, i = 1,2,... € uma sucessio infinita de varidveis

aleatdrias bindrias permutdveis, entdo para qualquer inteiro n existe uma func¢ao de distribuicdo H tal que

1 n
f, 2, X)) = f [ [ea-o'ane), (2.3)
0 =i
onde
o (Sn
H® = lim P(— < 9), (2.4)
n—oo n
com
Y
S, =X1+X+---+X,,0=Im —. 2.5
n—oo n

2.3 Principio da verossimilhanca

Usando a férmula de Bayes (2.1) com um modelo de probabilidade escolhido, significa que o dado x afeta
a inferéncia a posteriori somente através da funcao f(x|6), que quando considerada como funcio de 6 para um
x fixado é chamada (funcdo de) verossimilhanga. Desta maneira a Inferéncia Bayesiana obedece ao chamado
principio da verossimilhanca, que declara que para uma certa informacdo amostral, quaisquer dois modelos

de probabilidade f(x]f) que tenham a mesma verossimilhanca fornecem a mesma inferéncia para 8 (

[ ]). Segundo [ ], este principio é uma consequéncia direta da formula de
Bayes, e ndo algo que seja imposto ou que os bayesianos desejem obedecer ( [ D.
Exemplo 1. (adaptado de [ ]): Considere uma sucessdo de lancamentos de uma

moeda, independentes e condicionados por 0, que designa a probabilidade de sair “cara”. Suponha que

obtenha-se o seguinte resultado ou amostra,

x={C,C,C,CC,C,C,C,C,C},

onde C designa “cara” e C “coroa”. Este resultado poderia ser obtido de diversos processos experimentais
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ou regras de parada, como

lancar a moeda com o niimero de lancamentos — no caso 10 — fixado anteriormente;

lancar a moeda até aparecerem 6 coroas;

e langar a moeda até aparecerem 3 coroas consecutivas;

lancar a moeda até o jogador ficar saturado, tendo a saturacdo ocorrido no 10° lancamento.

Em qualquer dos quatro casos a fungdo de verossimilhanga é proporcional a 6*(1 — 6)°.

Assim, adotando-se o principio da verossimilhanga, toda a informacdo que x pode dar sobre 6 encontra-
se nesta expressdo. Saber qual dos quatro processos experimentais foi utilizado (cada um com seu particular
espago amostral) ou saber qual foi a regra de parada adotada nada tem a acrescentar. Note que a possibil-
idade de o experimentador parar, por seu arbitrio, ao considerar o resultado x satisfatorio, ndo altera em

nada o que foi dito.

®©

Exemplo 2. (adaptado de [ ]): Suponha agora que queiramos testar a hipotese

Hy:60=1/2contra Hy : 6 > 1/2. Sdo contemplados dois processos experimentais:

o Ey: langar a moeda 12 vezes;

o FEy: langcar a moeda até que aparegam 3 caras;

Admita que o resultado observado nas duas experiéncias foi x = 9 coroas (portanto 12—-9 = 3 caras), que
é uma particular realizacdo da varidvel aleatoria X, que designa o niimero total de coroas dos experimentos
E| e Ey. Para um frequentista o nivel critico (ou valor-p ou nivel descritivo amostral, ou seja, a probabilidade
de obter o valor X =9 ou um valor X > 9 ainda mais desfavordvel para a hipotese) da hipétese Hy : 0 = 1/2

decorrente da observagdo difere nos dois casos.

No caso E1, X tem distribuicdo binomial — X ~ Bin(12, 6) — cujo nivel critico é

Pr=P(x=90=1)= (L) +@) 1)+ (D3 +(2) ()" = 00730 = 7.30%.
No caso E,, X tem distribuicdo binomial negativa — X ~ BN(3,1 — 0) — que tem nivel critico

Pr=pP(x=90=1)=(1)()"+(2) (L) + ()" +-- = 00327 = 3.27%.
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Logo, se for adotado um limiar de significncia de 5%, Hy é rejeitada no caso de E, mas o contrdrio
ocorre com E|. Segundo o principio da verossimilhanga esta andlise ndo é correta, pois as conclusoes tiradas
nos dois casos devem ser idénticas, visto que em qualquer deles a funcdo de verossimilhanca é proporcional

a 09(1 - 8)3. De fato, as verossimilhangas sd@o
o Ey: Liol) = (1)g* (1 - 0y,
onde, comn=12ex=9, L(6]9) = (192)99(1 —6)® =220 6°(1 — 6)° x 8°(1 — 6)*;
o Ey: L@l = (“)era - o),

onde, comk =3ex =9, L,(09) = (191)99(1 —0° =556°(1 - 0)° < 6°(1 — 0)°.

®
2.4 Estatisticas suficientes
Qualquer fungdo real #(xy, ..., x,) de observagdes em um espago amostral  é chamada estatistica (
[ ]). Sejam as informagdes amostrais x;, i = 1,...,n e os parAmetros 6 multidimen-

sionais. A classe F € uma familia exponencial se todos os membros tém a forma

f(xil) = p(xi)g(@)exp{p(0)" u(x:)}.

Os fatores ¢(60) e u(x;) sdo, em geral, vetores de mesma dimensao de 6. O vetor ¢(6) € chamado “parametro

natural” da familia 7. A verossimilhanca correspondente a sequéncia x = (xy, ..., x,) de observacdes iid é

£x0) = | | pxg®" exp {¢(9)T > u(x»} :

i=1 i=1

Para todo 7 e x, esta expressao tem a forma fixa (como funcdo de ) dada por

n

Fx0) o< g(0)"exp{#(6) 1)}, onde #(x) = D" u(xy).

i=1

A quantidade #(x) é chamada estatistica suficiente para 8 pois a verossimilhanga para 6 depende dos dados
x somente através do valor #(x) ( [ ]). Isto significa que o conhecimento contido em #(x)
resume toda a informacdo dos dados amostrais (x, ..., X,), tornando o conhecimento dos valores individuais

da amostra irrelevantes para a estimagao de 6.

No Exemplo 1 mostrou-se que para estimar 6 baseado no principio da verossimilhanga, basta saber:
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e o numero de lancamentos e de faces cara ou
e o nimero de lancamentos e de faces coroa ou

e o numero de faces cara e coroa.

Fazendo

0 se der coroa

1 seder cara &
yi = e )=
i=1

temos que uma estatistica suficiente para o Exemplo 1 é

10
t(y):Zy,-:1+0+1+1+()+0+1+0+0+0:4.

i=1

No caso, temos que a fun¢do de verossimilhanga € proporcional a
g1 - 0" = 641 - 9)°.

Teorema 1 (Critério da fatoracdo). Seja xi,..., x, uma amostra aleatoria de uma distribuicdo continua ou
discreta cuja fdp ou fp é f(x]0), onde o valor 6 é desconhecido e pertence a um dado espaco paramétrico
Q. Uma estatistica t(xy, ..., Xx,) € uma estatistica suficiente para 6 se e somente se para todos os valores de
X = (x1,...,%x,) € R" e todos os valores de 6 € Q a fdp conjunta ou a fp conjunta f,(x|0) de x, ..., x, pode

ser fatorada como

Jan(x10) = u(x)v [r(x), 0] . (2.6)

Aqui, as funcdes u e v sdo ndo negativas; a funcdo u pode depender de x mas ndo depende de 0 e a funcdo

v dependerd do valor observado x somente através do valor da estatistica r(x).
Demonstragdo. Vide [ ], pagina 372. o

Para qualquer valor de x cuja f,(x|6) = O para todos os valores de 8 € £, o valor da funcdo u(x) na Eq.
(2.6) pode ser escolhido para ser 0. Assim, quando o critério da fatoragdo estiver sendo aplicado, é suficiente
verificar que a fatoragcdo da forma dada na Eq. (2.6) € satisfeita para cada valor de x tal que f,(x|6) > O para

pelo menos um valor de 8 € Q.



2.5. INFORMACAO A PRIORI 9

2.5 Informacao a priori

A Inferéncia Bayesiana tem entre seus fundamentos o fato de possuir um mecanismo formal para agregar
informacgdo externa ao experimento, chamada informacdo a priori. Esta informacdo estd em poder de um
especialista do problema, que pode ser um estatistico, pesquisador ou qualquer pessoa interessada em fazer
afirmacdes sobre entidades desconhecidas de maneira racional. Boa parte desta informacao é de carater subje-
tivo, e pode estar radicada em fontes objetivas (dados histdricos, literatura) ou em conclusdes pessoais tiradas

pelo especialista (experiéncia, conhecimento tacito).

A quantificacio probabilistica destas crencas a priori, especificando a distribuicdo a priori, recorre a con-
ceitos de probabilidade estranhos a Inferéncia Frequentista. Um dos pontos centrais do revés entre as escolas
bayesiana e cldssica € o fato de os bayesianos aceitarem incluir informagdes subjetivas ao abordar um prob-
lema, fato rejeitado pelos frequentistas. [ ] sugere que se um cldssico diz a um bayesiano “where
did you get that prior?”, o bayesiano deve responder “where did you get that sample space?”’(

[ ]), mostrando de certa maneira que os frequentistas também utilizam informacdes subjetivas. Segundo
[ ], “Todos os métodos estatisticos que utilizam probabilidade sdo subjetivos no sentido de

dependerem de idealizagdes mateméticas do mundo”.
2.5.1 Distribuicées a priori conjugadas

Os dois procedimentos bésicos utilizados em Inferéncia Bayesiana sdo otimizagdo e integra¢do. O prob-
lema é que quando as fungdes sdo um pouco mais complexas, realizar estas duas tarefas pode se tornar
um trabalho infactivel. Para contornar em parte estes problemas, escolhem-se prioris conjugadas, ou seja,
distribuicdes a priori convenientes para utilizar com amostras obtidas de outras distribui¢cdes, que levam a
uma posteriori da mesma familia da priori, mas com parametros atualizados pelos dados sem a necessidade

de célculos.
Familias conjugadas

A propriedade de uma distribuicdo posteriori seguir a mesma forma paramétrica da distribuicao priori é
chamada conjugacdo. A familia conjugada é matematicamente conveniente no sentido de a distribuicao poste-
riori seguir uma forma paramétrica conhecida. Obviamente se a informacao disponivel contradisser a familia

paramérica conjugada, serd necessdrio usar uma ditribuicdo priori mais realistica, ainda que inconveniente

( [2004]).

Formalmente, diz-se que se ¥ € uma classe de distribui¢des amostrais f(x|@), entdo a classe H é conjugada

de (ou para) F se

h(6) € H = h(6)f(x]0) « h(6)x) € H.
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Nestas condigdes diz-se também que H é uma fechada sob amostragem de (ou para) F .

Esta defini¢do é formalmente vaga pois se escolhe-se H como a classe de todas as distribui¢des, entdo
H é sempre conjugada, ndo importando qual classe de distribuicdes amostrais seja utilizada. Estamos mais
interessados nas familias de prioris conjugadas naturais, que sdo obtidas considerando / como o conjunto

de todas as densidades tendo a mesma forma funcional da verossimilhanca.

Neste contexto mais restrito, de modo a utilizar o conceito de conjugagdo na pratica, temos que H =
{h(la) : a € A}, onde A denota o conjunto de valores para os hiperpardmetros (parametros da distribui¢do
a priori). Assim, H é fechada sob amostragem de ¥ se L(8]x) = f(x|f), para cada x, é proporcional a um

membro de H e H é fechada em relac@o a produtos, ou seja, para todo ag, a; € A, existe ap € A tal que
h(6lag)h(blay) o< h(Blaz).

A familia ‘H diz-se entdo conjugada natural de F ( [ D.
Conjugacao na familia exponencial

A subclasse mais importante da familia de distribuicdes admitindo estatisticas suficientes de dimensional-

idade fixa € a familia exponencial [ ].
Definicao 1 (Distribuicdo Normal Padrio). A funcdo definida por

1 1.2
d(x) = \/Te_ix 2.7
s

é chamada funcdo densidade normal padrdo. Sua integral

1 Y1
D(x) = —f e 2 dt (2.8)
V2 J-o
é a fungdo distribuicdo normal padrdo ( [ 1)
Teorema 2 (Dirichlet conjugada da Multinomial). Seja X,..., X, uma amostra aleatéria de uma dis-
tribuicdo multinomial de tamanho n onde X; = (X;1,...,Xi), i = 1,...,n, e cujo vetor de pardmetros

(01,...,6) é desconhecido (0 < 6; < 1, j=1,...,ke Z';zl 0; = 1). Suponha que a distribuigcdo a priori
do vetor (01, ...,6y) é uma Dirichlet com vetor de pardametros (dy,...,dy) (d; > 0). Entdo a distribuigcdo a

posteriori do vetor (0y,...,6;) dado que X; = x; (i = 1,...,n) é uma Dirichlet com vetor de pardmetros

(di + X0 Xits oo de + 20 Xik)-

Demonstracdo. Vide [ ], pagina 174. |
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2.5.2 Distribuicoes a priori nao-informativas

Em diversos casos ndo tem-se uma opinio objetiva ou subjetiva sobre um parametro ou vetor de parametros,
situacdo conhecida como “ignorancia a priori’( [ ]). Distribuicdes que conseguem represen-
tar a ignorancia em algum sentido, sdo chamadas de prioris vagas, difusas ou ndo-informativas. Poderia-se
dizer que o pesquisador ou o estatistico “deixam os dados falarem por si mesmos”, buscando a situacdo em

que a posteriori seja afetada minimamente por informagdes externas aos dados ( [ D.
Distribuicdes proprias e impréprias

Uma distribui¢ao de probabilidade é dita prdpria quando nao depende dos dados e sua integral sobre o
espaco paramétrico O € 1. Se ela integra qualquer valor finito positivo, é chamada densidade ndo normalizada,
podendo ser renormalizada — multiplicada por uma constante apropriada — para integrar 1. Se uma distribuicao

de probabilidade integra infinito, ela é chamada de imprdpria.

Prioris impréprias podem resultar (ndo necessariamente) em posterioris proprias. Porém, posterioris
obtidas desta forma devem ser interpretadas com muito cuidado, devendo-se verificar se a posteriori tem
integral finita e uma forma coerente ( [ ]). O problema ocorre quando a distribuicdo a

posteriori do parametro de interesse € imprdpria, inviabilizando naturalmente a realizagdo de inferéncias

( [2003]).

Procurar por uma distribuicio a priori que é sempre vaga ¢ um engano: se a verossimilhancga € realmente
dominante em algum dado problema, entdo a escolha entre uma gama de prioris ndo informativas nio deve
fazer diferenca. Estabelecendo uma particular especificagdo como «a distribui¢ao priori de referéncia, parece

encorajar seu uso automadtico, mas possivelmente inapropriado ( [ D.
Método de Bayes-Laplace

O primeiro argumento utilizado para gerar distribui¢des nao informativas foi o Principio da Razao Insu-
ficiente de Bayes e Laplace. De acordo com este principio, na auséncia de razao suficiente para privilegiar
alguma possibilidade em detrimento das outras decorrente da escassez de informacao a priori, deve-se adotar
a equiprobabilidade. A consideracdo deste argumento como objetivista ndo € totalmente pacifica, ja que é

questiondvel falar-se de “auséncia de razdo suficiente” sem envolvimento de juizos subjetivos.

No caso em que O ¢é finito, digamos & = {6, ...,6;}, a distribuicdo ndo informativa gerada por este

argumento € a distribui¢do Uniforme Discreta

1
h@)=—-,0€6.
©)=7.0¢

Quando 6 ¢ infinito enumeravel, é sabido que ndo existe nenhuma distribuicdo de probabilidade seguindo
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os axiomas de Kolmogorov compativel com a equiprobabilidade de todos os valores possiveis de 8. Distribui¢cdes

nestes casos sdo improprias.

No caso de @ infinito nao enumerdvel, o Principio da Razao Insuficiente € interpretado de modo a conduzir

a distribui¢do Uniforme Continua, que € imprdpria se © nao € limitado ( [ D.

Em muitos problemas ndo existe uma escolha clara para uma priori vaga, visto que uma densidade que
€ uniforme em uma parametrizagdo nao serd em outra. Esta é a dificuldade com o Principio da Razao In-

suficiente: em qual escala o principio deve ser aplicado? Por exemplo, parece ser razodvel definirmos uma

2 em uma N(6, 02). Porém, se definirmos

priori uniforme para a média @ e a densidade h(c?) o« 1/02 para o
¢ = logo?, entdo a priori de ¢ é
2

d
h(g) = h(c?) ;;

ou seja, uniforme em ¢ = logo?. Com distribuicdes discretas existe uma dificuldade andloga em decidir como

« —o? =1,
o

subdividir os resultados em segmentos de igual probabilidade ( [ D.
Método de Jeffrey

Jeffrey introduziu uma abordagem para definir distribui¢des a priori ndo informativas considerando transformacoes
biunivocas do pardmetro ¢ = g(6). Mesmo tranformando-se as varidveis, a priori h(8) é equivalente, de modo

que representa as mesmas crengas que a priori h(¢), dada por
do NS
h(¢) = h(®) ]%‘ =h®)|g'©®)| . (2.9)

O principio geral de Jeffrey diz que qualquer regra para determinar a priori h(6) deve ter resultado equiv-
alente se aplicado no parimetro transformado, ou seja, #(¢) calculado determinando-se A(6) e aplicando-se

(2.9) deve levar a mesma distribui¢do obtida determinando-se h(¢) diretamente usando o modelo transfor-
mado h(x, §) = h(xIp)h(¢).

Este principio leva a uma definicdo de priori ndo informativa invariante sob tranformagdes biunivocas
como h(0) o [1 (9)]1/ 2 onde I(f) é a informagdo de Fisher para 8, dada por

10)=E

2
(dlog f(x|9)) g (2.10)

do

_ [d2 log f(x]6) 9] ‘
do?

O principio de Jeffrey pode ser extendido para o caso multiparamétrico, mas os resultados sdo mais contro-
versos. Abordagens simples baseadas em assumir prioris ndo informativas independentes para os componentes
do vetor de parametros 6 podem dar resultados diferentes quando obtidos pelo principio de Jeffrey. Quando o

nimero de parametros cresce, € mais vidvel abandonar prioris ndo informativas puras e considerar modelos
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hierarquicos ( [2004]).
2.6 Informacao a posteriori

O processo de Inferéncia Bayesiana consiste em atualizar a distribuicdo a priori h(6) para uma distribuicao
a posteriori h(f|x), e é natural esperar que algumas relacOes naturais possam se manter entre estas duas
distribuicdes. Por exemplo, pode-se esperar que, devido a incorporacdo dos dados pela posteriori, esta serd

menos varidvel que a priori. Esta no¢do é formalizada na expressdo 2.12.

E(0) = E(E(0)X)) (2.11)

Var(6) = E(Var(6|X)) + Var(E(81X)). (2.12)

O resultado expreso pela equagdo (2.11) indica que a média (mean) a priori de 6 € a média (average)
de todas as possiveis médias a posteriori sobre a distribui¢do dos dados possiveis. A férmula em (2.12) é
interessante pois mostra que a variancia da posteriori ¢ menor em média do que a variancia da priori, por
uma quantidade que depende das variacdes nas médias a posteriori sobre a distribuicdo de todos os dados
possiveis. Quanto maior for a variagdo nos dados, maior serd o potencial para reduzir nossa incerteza com

relacdo a 6.

E claro que as relagdes de média e varidncia descrevem apenas valores esperados, e em situagdes es-
pecificas que a variancia da posteriori pode ser similar ou até maior que a varidncia da priori, ainda que isto
possa ser um indicativo de conflito ou incosisténcia entre 0 modelo amostral e a distribuicdo a priori. Esta é
uma caracteristica muito geral da Inferéncia Bayesiana: a posteriori é centrada em um ponto que representa
um meio termo entre a informacao a priori e os dados, e este meio termo é dominado pelos dados a medida

que o tamanho da amostra aumenta ( [ D.
2.6.1 Resumindo a inferéncia a posteriori

A distribui¢do de probabilidade a posteriori contém toda a informacao até o presente momento sobre 6.
Uma vantagem da abordagem Bayesiana € a flexiblidade com a qual as inferéncias a posteriori podem ser

resumidas, mesmo apds transformagdes complicadas.

As medidas resumo de locacao mais utilizadas sdo a média, mediana e moda(s) da posteriori. A variagao
é comumente resumida pelo desvio padrio, intervalo interquartilico e outros quantis. A moda é importante em
estratégias computacionais em problemas mais complexos pois € frequentemente mais facil de ser calculada

se comparada a média ou a mediana. Quando uma distribui¢do posteriori tem forma fechada, medidas resumo
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tais como média, mediana e desvio padrio sao utilizadas ( [ D.

Em um problema de decis@o definido por um espaco amostral €2, um espaco de decisdo D e uma fungdo
perda L, o risco de Bayes é definido como o maior limite inferior para os riscos p(P, d) para todas as decisdes
d € D, para qualquer distribuicdo P do pardmetro W. Qualquer decisdo d* cujo risco seja igual ao risco de
Bayes é chamada uma decisdo de Bayes contra a distribuicdo P. Se a distribuicdo de um pardmetro W é
P, qualquer decisdo de Bayes contra P serd uma decisdo Otima para o estatistico porque o risco ndo pode ser
menor para qualquer outra decisao ( [ ]). Isto conecta a Inferéncia Bayesiana a Teoria da Decisao,

de forma que as medidas resumo utilizadas sdo pontos 6timos de alguma funcdo perda L.
2.7 Métodos de Monte Carlo

Em Inferéncia Bayesiana ha uma constante necessidade em resolver integrais para a obtencdo da poste-
riori. Esta tarefa é frequentemente complexa, se ndo impossivel de ser realizada analiticamente. Para isso,
utilizam-se os métodos de Monte Carlo, algoritmos criados para calcular aproximadamente o valor de integrais

definidas. Sdo uma boa alternativa aos métodos numéricos, principalmente em cendrios multidimensionais.

Ao contrario de algoritmos usuais, estes métodos estdo baseados em simulacdo estocdstica, ou seja, esco-
lhem pontos aleatoriamente de uma distribuicao de probabilidade nos quais o integrando — no caso a posteriori
— serd avaliado. Para executar o método, € necessario gerar nimeros pseudo-aleatérios de uma distribuicao
Uniforme em (0, 1). Este procedimento de geracido de pontos U(0, 1) estd implementado em praticamente
todos os softwares matemaéticos e estatisticos, ndo sendo considerado com detalhes nesse texto. Para maior

profundidade, o leitor pode consultar [ 1, [ ]le

[ 1.
2.7.1 Monte Carlo Ordinario

O algoritmo calcula uma estimativa da integral

fg(é’)h(OIX)dQ = E[g(0)lx], (2.13)

onde 6 e x podem ser vetores.

Simulando uma amostra aleatéria 6, ..., 6, da densidade a posteriori h(6|x), o método de Monte Carlo

Ordindrio aproxima a integral (2.13) pela média empirica
1 n

E[g@)x] = = > 26, (2.14)
=

que pela Lei dos Grande Numeros converge quase certamente para E [g(0)|x]. A precisdo desta aproximagao
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pode ser medida pelo erro padrio (estimado) de Monte Carlo, dado por

1/2

2
m{Z{@)"Zé’(@)H - (2.15)

Fica claro entdo que este ¢ um método aproximado, podendo ocorrer situagdes do tipo F(x) < F(y), x >y,
onde F € uma funcdo distribuicdo. A precis@o do método fica a critério do analista, que pode aumentar o
tamanho n da amostra aleatéria gerada, limitado apenas pela capacidade de processamento de seu computador

e de sua habilidade em alocar memoria de forma eficiente.

Caso o problema tenha uma dimens@o muito grande e este método perca eficiéncia, talvez seja interessante
considerar métodos de Monte Carlo baseados na simulagao de Cadeias de Markov, chamados de Monte Carlo
Markov Chains ou MCMC ( [ D.
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Capitulo 3

Inferéncia para Proporcao

Pode-se dividir as pesquisas eleitorais em dois grandes momentos: a amostragem e a andlise dos dados. A
questio da amostragem ndo serd abordada neste trabalho, sendo que o foco € a andlise dos dados. Para mais

detalhes sobre amostragem vide [ le [ ].

Este capitulo faz um comparativo entre trés métodos: i) institutos, ii) frequentista correta e iii) bayesiana.
A criacdo de uma teoria frequentista diferente daquela utilizada pelos institutos deve-se ao fato de o autor ndo

concordar com o tratamento usual dado pelos institutos, por motivos explicados nas se¢des subsequentes.
3.1 Independéncia

Dizer que dois eventos sdo independentes equivale a afirmar que a ocorréncia de um nao interfere na
probabilidade de ocorréncia do outro, ou seja, P(A = a|B = b) = P(A = a)e P(B = bl|A = a) = P(B = D).
No caso de amostragem, as unidades amostrais sdo independentes se for realizado um plano amostral com

reposicao ( [2005D).

Exemplo 3. Suponha que temos uma urna com 3 bolas azuis e 2 bolas brancas. Sejam os eventos A :
retirar a bolas azuis em 3 extracoes e B : retirar b bolas brancas em 3 extracdes. A e B serdo considerados

independentes se, e somente se, as extragées das bolas forem realizadas com reposicdo.

No caso com reposicdo temos que A ~ Bin(3,3/5) e B ~ Bin(3,2/5). As probabilidades associadas sdo

PA=0)=PA=0B=b=()3)
PA=1)=PA=1B=b)=(}

P(A=2)=PA=2B=b) =3
P(A=3)=PA=3B=b)=}

) = & =0.064=P(B=3)=PB=34=a
=% =0288=P(B=2)=PB=2A=a)
=2L=0432=P(B=1)=P(B=1A=aq)
2L =0216 = P(B=0) = P(B=0|A = a),

SN— N
—_

N— N
—_ [\

QIR o il Ll

NS}
AN — o~~~
~—
(=)
Il

NI njw W

N~~~
S—"
w

ondea €{0,1,2,3}eb€{0,1,2,3}.

Se fizéssemos extragbes sem reposicdo, os resultados seriam diferentes:

17
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P4 =0)=(5)(3)(5)(3) = () = 000 = P(B=3)
PA=1=(})(3)(3)(5) = (5)=030=PB=2)
P(A=2)= @)(g)(%)(g) = (%) =0.60=P(B=1)
P =3 = ()R ()= (%) - 010- rz=0.

com as probabilidades condicionais

PA=iB=j)=0,sei+j+3
e
PA=iB=j)=1,sei+j=3.

®

Percebe-se entdo que a nogdo de independéncia € muito importante quando calcula-se probabilidades de
eventos, mas para grandes populacdes praticamente ndo existe diferencga entre amostrar com ou sem reposi¢ao
( [ ]). Este resultado € esperado, pois quanto maior € o nimero de bolas na urna, menor € a chance de
sortearmos uma em particular. Estendendo este raciocinio para um cendrio eleitoral com milhares ou milhdes
de eleitores, fica claro que ndo € absurdo tratar uma amostra sem reposi¢cdo de maneira independente. Este

resultado ficard mais claro com as demonstracdes dos Teoremas 3 e 5, apresentadas na Secdo 3.3.3.
3.2 Institutos

Nesta se¢do trataremos da abordagem de cunho frequentista em relacdo a estimacio de proporcdes feita
pelos principais institutos de pesquisa no Brasil. Sera feita uma discussdo baseada em fundamentos de pro-
babilidade aceitos tanto por bayesianos quanto por frequentistas, indicando, quando necessario, os pontos de

divergéncia entre as duas escolas.
3.2.1 Estimacao por ponto

A estimativa por ponto da proporc¢ao populacional dos k candidatos € obtida através da propor¢ao amostral,
que € um estimador ndo viesado para a propor¢do populacional ( [ ]). A estimativa

pontual do i-ésimo candidato é dada por

. ndmero de votos para o candidato i na amostra
pi= - , 3.
ndimero total de votos na amostra

ondei=1,...,k.
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3.2.2 Estimacao por intervalo de confianca

Segundo os conceitos da Inferéncia Frequentista, ndo basta apenas apresentar uma estimativa pontual
como solug@o para um problema de inferéncia: € preciso que essa estimativa venha acompanhada de uma
medida indicando sua variabilidade. Em problemas unidimensionais esta medida é a variancia do estimador.
No caso de dois ou mais parametros, deve-se considerar também a correlagdo entre os parametros, utilizando-

se para isso a matriz de covariancias estimada.

O fato é que os institutos de pesquisa brasileiros nio calculam regides de confianga para os k candidatos em
um processo eleitoral. Calcula-se um intervalo de confianga individual para cada candidato ( [ D,
ndo levando em considera¢do a estrutura de covariincias inerente ao problema de estimagdo de proporgdes.
Nao releva-se o fato de a soma das proporcdes ser 1, ou seja, em intervalos de confianca que tratam as
propor¢des de forma independente ndo considera-se que se a propor¢do de votos do candidato i aumenta,
a dos demais necessariamente deve cair. As subsecdes 3.2.3, 3.2.4 e 3.2.5 tratam cada particular caso com
detalhes.

Definicao 2. Empate técnico ¢ a situacdo na qual ndo € possivel dizer qual candidato estd a frente de outro

em uma pesquisa eleitoral, segundo os preceitos da Inferéncia Frequentista.

Segundo [ 1, “A superposigdo dos intervalos de confianca dos candidatos determina o empate
técnico. E considerado empate técnico quando a diferenca entre os candidatos se encontra dentro das mar-
gens de erro das pesquisas, ou seja, quando hd superposicdo dos respectivos intervalos de confiangca dos

candidatos.”. O exemplo fornecido por [ ] considera dois candidatos.
3.2.3 Dois Candidatos

O cendrio de dois candidatos € o Unico que ndo viola principios basicos de probabilidade, quando tratado
assintoticamente. Isto significa dizer que quando sobrepdem-se os intervalos de confianca dos dois candidatos,
os valores que levam ao empate técnico s@o praticamente os mesmos quando fazemos o intervalo para a
diferenca das propor¢des populacionais. Veja a subsecdo 3.3.3, que apresenta a construcao do intervalo para

a diferenca.
Sobreposicio de intervalos de confianca e empate técnico

Em um cendrio eleitoral com dois candidatos (como o segundo turno), os institutos procedem da seguinte

forma:

e Calculam-se os intervalos de confianca 1 — @ para as propor¢des p4, € pa, dos candidatos A; e Aj,
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respectivamente por

n

IC(pa,, 1 — @) = pa, Fzi-g (3.2)

. Pay(1 — pa,)
IC(pA29 1 - CY) = pAz + Z]—% ZTAZ, (33)

onde n, p4, € pa, sdo, respectivamente, o tamanho da amostra e a proporc¢io de votos para os candidatos
A e Ay na amostra — ap6s dividir proporcionalmente os votos dos indecisos entre Aj, A, brancos e
nulos e excluir os votos ndo vélidos (brancos e nulos). zj_,/2 € o quantil da normal padrio que acumula
1 — @/2 de probabilidade.

Se os intervalos se sobrepuserem, é declarado empate técnico, ou seja, que nada pode-se afirmar sobre
quem estd a frente na pesquisa. Isto ocorre pois, pelo enfoque dos institutos de pesquisa, ainda que
um candidato (suponha A;) tenha uma estimativa pontual maior da proporcdo de votos, a distincia
para o segundo colocado nido seria grande suficiente para afirmar que a diferenca é estatisticamente

significativa.

Exemplo 4. Suponha que o niimero de votos para A1 em uma amostra seja 217 e para A; seja 181. Logo, as

proporcdes estimadas de votos sdo

sdo

A 217 217
Pav= 37181 T 308 - 042
181 181
Py 22 £ 0.4548.

T 217+181 398

Por (3.2) e (3.3), os intervalos de confianca 1 —0.05 = 0.95 = 95%, considerando A, e A, independentes,

0.5452(1 — 0.5452

IC(pa,,95%) = 0.5452 F 1.96\/ (398 ) = (0.4963,0.5941)
0.4548(1 — 0.4548

IC(pa,,95%) = 0.4548 ¥ 1.96\/ (398 ) = (0.4059,0.5037).

Como os intervalos se sobrepdem, conforme apresentado na Figura 3.1, a interpretacdo dos institutos é

que pode ocorrer 0.4963 < pa,, pa, < 0.5037, ndo podendo-se portanto afirmar quem estd a frente.
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r

L ] )

L
0.4059

3.24

\ 1 )
0.4963 0.5037 0.5941

Figura 3.1: Sobreposi¢ao dos ICs para a propor¢ao de votos para os candidatos A; e Aj,.

Trés Candidatos

Em um cenario com tré€s candidatos ja percebe-se os efeitos da desconsideracdo com a estrutura de co-

variancias e com a omiss@o de a soma das proporcoes ser 1.

Sobreposicio de intervalos de confianca e empate técnico

Em um cendrio eleitoral com trés candidatos, os institutos procedem da seguinte forma:

Calcula-se o intervalo de confianca 1 — @ para as propor¢des dos candidatos A e A, respectivamente
por (3.2) e (3.3), e para o candidato Az de forma anéloga, por

A Pas(1 = pay)

IC(pas: 1 = @) = pay Faiog | =, (3.4)
onde n, pa,, pa, € Pa, sdo, respectivamente, o tamanho da amostra e a propor¢do de votos para os
candidatos A, A, e Az na amostra — apds dividir proporcionalmente os votos dos indecisos entre A1,
Aj, Az, brancos e nulos e excluir os votos ndo vélidos (brancos e nulos). zj_,/2 € 0 quantil da normal

padrdo que acumula 1 — a/2 de probabilidade.

O empate técnico agora é mais complicado se comparado ao caso de dois candidatos, visto que existem

mais situacdes possiveis. Porém, a idéia de sobreposicao se mantém.

Exemplo 5. Suponha que o niimero de votos para A em uma amostra seja 217, para A, seja 181 e para Az

seja 170. Logo, as proporcdes estimadas de votos sdo

. 217 217

PA = oy isi 170~ 568 o0

. 181 181

P = isie 0 568 oY
170 181

Pas — £0.2993

T 217+ 181+170 568

Por (3.2), (3.3) e (3.4), os intervalos de confianca 1 — 0.05 = 0.95 = 95%, considerando A, A, e Aj
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independentes, sdo

0.3820(1 - 0.3820)
568

IC(pa,,95%) = 0.3820 1.96\/ =(0.3421,0.4220), ()

0.3187(1 - 0.3187)
568

IC(pa,,95%) = 0.3187 F 1.96\/ =(0.2803,0.3570) [ ]

0.2993(1 - 0.2993)
568

1C(pa;,95%) = 0.2993 * 1.96\/ =(0.2616,0.3370). { }

Como os intervalos se sobrepéem, conforme apresentado na Figura 3.2, a interpretagdo dos institutos
é que pode ocorrer 0.2803 < pa,, pa; < 0.3370 e 0.3421 < pa,, pa, < 0.33570, ndo podendo-se portanto

afirmar quem estd a frente.

. C Empate técnico entre Ay e A3 \ Em{pate técnic%) entre A e Ay

{ L J \y 1 )
0.2616 0.2803 0.3370 0.3421 0.3570 0.4220

Figura 3.2: Sobreposi¢ao dos ICs para a proporgao de votos para os candidatos A, A; e A3

®

Este € um exemplo escolhido propositalmente, para mostrar como podem ocorrer situacdes confusas neste
tipo de estimacdo. Temos que os intervalos de confianca de A e A, se sobrepdem, indicando empate técnico
entre estes dois candidatos. Na mesma condicdo estdo Ay e A3. Assim, surge uma conclusdo um tanto
controversa: A; estd tecnicamente empatado com A;, A, estd tecnicamente empatado com Az, mas A; e A3

ndo estdo empatados. Ou estdo?
3.2.5 k Candidatos

Na situagao geral de k candidatos, utilizada pelos principais institutos de pesquisa do Brasil e largamente

divulgada pela midia, temos um cendrio ainda mais complexo.
Sobreposicio de intervalos de confianca e empate técnico

Em um cendrio eleitoral geral com k candidatos, os institutos procedem da seguinte forma:

e Calcula-se o intervalo de confianca 1 — @ para as propor¢des de cada um dos candidatos A;, i = 1,...,k
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por

N ﬁA;(l - ﬁAi)
IC(PA,-a 1 - (l’) =pa; F Zl—% V T’ (35)

onde n, py, sdo, respectivamente, o tamanho da amostra e a propor¢édo de votos para o i-ésimo candidato
A; na amostra — apds dividir proporcionalmente os votos dos indecisos entre Ay, ..., Ag, brancos e nulos
e excluir os votos nio validos (brancos e nulos). zj_,/2 € 0 quantil da normal padrdo que acumula
1 — a/2 de probabilidade.

o Novamente a idéia de sobreposi¢do se mantém, apesar de poderem ocorrer situacdes muito sinuosas.

Baseando-se no Exemplo 5, ndo € dificil imaginar uma situacdo na qual exista uma sucessdo de empates
técnicos, onde é extremamente complexo — se ndo impossivel — dizer quem estd tecnicamente empatado com

quem.
3.3 Inferéncia Frequentista Correta

Em contraponto ao que foi apresentado na Secdo 3.2, serd feita agora uma abordagem que considera
a dependéncia entre as propor¢des amostrais em cendrios eleitorais. Desta forma construiu-se uma teoria

frequentista que nao viola os axiomas de probabilidade nem os preceitos adotados por esta escola.
3.3.1 Estimacao por ponto

A estimacao pontual das propor¢des de votos € tratada aqui da mesma forma que na Subsecdo 3.2.1.
3.3.2 Estimacao por intervalo e regioes de confianca

Neste enfoque serd considerada a estrutura de covaridncias existente entre as propor¢des amostrais em
cendrios eleitorais. O caso de dois candidatos serd tratado de forma diferente do cendrio com trés ou mais
concorrentes. Nos casos de dois e trés candidatos pode-se visualizar as estimativas, o que ndo ocorre nos

casos de dimensao maior.
3.3.3 Dois Candidatos

Quando deseja-se extremo rigor ao estimar propor¢des de votos com dois candidatos, deve-se tratar o
problema com uma distribuicao hipergeométrica. Porém surgem complicagdes nos célculos, visto que en-
volvem combinagdes de nimeros muito grandes. Mas o principal problema deste enfoque € encontrar um
pivo ou quantidade pivotal, ou seja, uma transformacao que nos leve a uma distribuicdo que nao dependa dos

parametros populacionais.
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Sejam as quantidades

Ny, : total de votos para o candidato A; na populacio;

ny,: total de votos para o candidato A; na amostra;

Ny,: total de votos para o candidato A, na populacio;

n4,: total de votos para o candidato A, na amostra;

P4, proporc¢do de votos para o candidato A na populagio;
Pa,: proporg¢do de votos para o candidato A na amostra;
D4, proporc¢do de votos para o candidato A, na populagio;
Da,: propor¢do de votos para o candidato A, na amostra;
N = Ny, + Ny,: total de votos na populagao;

n = ny4, + na,: total de votos na amostra.

Definicao 3 (Hipergeométrica). Seja uma populagdo com N elementos, sendo Ny, do primeiro tipo e Ny, =
N—Ny, do segundo tipo. Um grupo de n elementos é escolhido aleatoriamente. A probabilidade H(ns,;n,Na,, N)

de que o grupo sorteado tenha exatamente ny, elementos do tipo A é

()G
na; J\ n—ny,

()

O sistema de probabilidades definido desta forma é chamado distribuicdo hipergeométrica ( [ ]).

H(na,;n,Ny,,N) = (3.6)

Definicio 4 (Binomial). Seja B(na,;n, p) a probabilidade que n ensaios de Bernoulli ' com probabilidade p

para sucesso e 1 — p para fracasso resultem em ny, sucessos e n — nga, fracassos. Entdo,

n -n,
B(na,;n, p) = ( )p”“l (I—p)y'™". (3.7
na,
O sistema de probabilidades definido desta forma é chamado distribuicdo binomial ( [ 1)

Iniciou-se o estudo supondo-se que a probabilidade de encontrarem-se exatamente n4, elementos em
uma amostra aleatéria de n elementos segue uma distribuicdo H(N,n, Na4,). Apds algumas contas simples,

chegou-se a distribuicdo de probabilidade das diferencas dos totais de uma distribuicdo hipergeométrica. Sua

Na,\(N—Na,
ntx J\' nox
2 2
(%)
n
'Ensaios repetidos e independentes sdo chamados de Ensaios de Bernoulli se existem apenas dois possiveis resultados para cada

ensaio e as probabilidades se mantém inalteradas em todos os ensaios. E comum denotar as probabilidades por p e 1 — p, e referir-se
ao resultado com probabilidade p como sucesso e ao outro como fracasso. ( [ D

expressao €

P(na, —na, = x) =
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Nao encontrou-se um pivd que levasse a uma hipergeométrica que nao dependesse de A; e A;. E mesmo
que fosse encontrado, existiria o problema de calcular as probabilidades quando N e n fossem muito grandes.

Inicialmente aproximou-se a hipergeométrica pela binomial, de acordo com o resultado do Teorema 3.

Teorema 3 (Aproximagdo da Hipergeométrica pela Binomial). Uma populagdo de N elementos é dividida
em elementos do tipo A| e Ay na propor¢cdo p : pa, onde py + p» = 1. Uma amostra de tamanho n é
retirada sem reposigdo. A probabilidade de que ela contenha exatamente ny, elementos do tipo A é dada

por uma distribuicdo hipergeométrica, definida em 3.6. Quando N — oo esta probabildade se aproxima de

B(ny,;n, p).

Demonstracdo. Vide [ ], pagina 192. O

Teorema 4 (Teorema Central do Limite). Seja {Xi} uma sequéncia de varidveis aleatorias mutuamente in-
dependentes com uma distribuicdo em comum. Suponha que u = E(Xy) e 0> = Var(Xy) existam e seja
S, =X+ -+ X,. Entdo, para cada f3 fixado,
P(%_%#<ﬁ»a¢w) (3.8)
Vn ’ '

o

onde P(B) é a distribuicdo normal padrdo definida em 2.8 ( [ ]).

Demonstracdo. Vide [ ], pagina 244. O

Corolario 1 (Aproximacdo da Binomial pela Normal). Seja {X;} uma sequéncia de varidveis aleatérias mu-
tuamente independentes com distribuicdo binomial de pardmetros n e p. Seja S, = X1 +-- -+ X,,. Entdo, para
cada B fixado,

Sn—
P(———££—<ﬁ}+¢wx (3.9)
ynp(l = p)
onde D(B) é a distribuicdo normal padrdo definida em 2.8 ( [ ]).

Deseja-se encontrar um intervalo de confianga 1 — a para a diferenca das propor¢oes populacionais ps, —

Pa,-

P@%<Z<ngzl—a
Na,
P e < N

: \/(N—n)nNA,NA2
N-1 N2

np,—n

<Z1_% =1-«
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N N—nl’lNA NA

N—I/li’ll\/'All\/'A2 _
n N-1 N2 N |7

N
< Ny, <; na, -2 N-1 M

Este € um intervalo de confianga 1 — « para Ny,, o total de votos para o candidato A na populagdo. Para

obtermos um IC 1 — a para N4, — N,,, temos que
NA] _NAZ = NA] - (N_NAl) = 2NA1 _Na

ou seja, a menos das constantes 2 € N, um IC 1 — « para a diferencga dos totais de votos Na, — Ny, pode

ser obtido fazendo-se

2N N — nnNa, Ny, 2N N — nnNa, Ny,
P(7{nAl_Zl_g\/N—lT TV <ay =N <SR —s g e | TN
(3.10)

Finalmente, um IC 1 — « para a diferenca das propor¢des de votos para A; e A, pode ser obtido dividindo-se

o intervalo do qual calcula-se a probabilidade em 3.10 por N, resultando em

2 2
P(Z [nA, —21-¢ \/Var(nA])] —1<2py, -1< p [nA, —2g \/Var(nAl)] - 1) =1-a,

-n Ny : .
onde Var(ny,) = ﬁnm1 DA, € PA, = Tl Estimando-se p4, € pa, respectivamente por
N nA] A~ nAz
PAy = —€PpAa = —»
n n

temos um IC 1 — a estimado para ps, — pa, tal que
21 . ~
IC(pa, — pa,, 1 — @) = —|Pa F 213 Var(na,)| -1 (3.11)

n . .
N_lnpAlpAZ‘

onde szr(nAl) =

c . N-n
Porém, para N suficientemente grande, N

€ muito proximo de 1, o que permite aproximar a varincia

estimada de ny4, por Ver(nAl) =npa,Pa,.

Exemplo 6. Considere os dados do Exemplo 4 e suponha que N = 10000. Neste caso

217 217 181 _ 1381

PAv = 5177181 398 CP2 T 2171181 398

Temos ainda que as varidncias, respectivamente com e sem o fator de corre¢do, sdo
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. 10000 — 398 217 181
o T8 308 x Sl x 200 = 9477
Vartna) = o000 -1 <378 > 308 * 308 = °

A 217 181
Var(nAl) = 398 X ﬁ X ﬁ = 98.69.

Portanto, um IC 1 — 0.05 = 0.95 = 95% para pa, — pa, com o fator de corregdo é tal que

[217 +1.96 x/94.77] - 1) = (=0.0054, 0.1863).

2 2
IC(pa, — pa,»95%) = (— [217 ~1.96 \/94.77] -1 35

398

Por sua vez, um IC'1 —0.05 = 0.95 = 95% para pa, — pa, sem o fator de corregdo ¢ tal que

2 2
IC(pa, — pay» 95%) = (ﬁ 217 - 1.96 V98.69] - 1, 98 217 + 1.96 V98.69| - 1) = (=0.0074,0.1883).

Como o zero pertence aos intervalos calculados, conclui-se que os candidatos A e A, estdo tecnicamente

empatados. Nas Figuras 3.3 e 3.4 estdo apresentados os grdficos desta solugdo.

{ | AY
\ | 7
-1 -0.0054 0 0.1863 1

Figura 3.3: IC 95% para a diferenca de proporcdo de votos para os candidatos A; e A,, com a corre¢ao %:’f

( | AY
\ | 7
-1 -0.0074 0 0.1883 1

Figura 3.4: IC 95% para a diferenca de proporcio de votos para os candidatos A; e A, sem a correcdo %:7

®©

Nota-se que a diferenca de amplitude entre os dois intervalos € de apenas 0.004. Esta diferenca diminui a
medida que aumenta o tamanho da populagdo, que normalmente é maior que os 10 mil do exemplo.

3.3.4 k Candidatos

Definicao 5 (Hipergeométrica Generalizada). Seja uma populacdo com N elementos, sendo N4, do primeiro

tipo, Ny, do segundo tipo, ..., Na, do k-ésimo tipo. Um grupo de n elementos é escolhido aleatoriamente. A
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probabilidade HG(nga,, . ..,na;n,Na,, ..., Na,) de que o grupo sorteado tenha exatamente ny, elementos do

tipo Ay, ..., na, elementos do tipo Ay é
NA oo NA
()= (Gr)
v .
()
O sistema de probabilidades definido desta forma é chamado distribuicdo hipergeométrica generalizada

( [1965]).

HG(I’lA],...,nAk;I’l,NA],...,NAk)= (3.12)

Definicdo 6 (Multinomial). Seja Mult(n,,, ... ,na,;n, pi,..., px) a probabilidade de sairem exatamente ny,
observagdes do evento E|, na, observagdes do evento E,, ..., na, observagdes do evento Ex em n ensaios com
probabilidade p, para a realizacdo do evento E|, p; para a realizagdo do evento E», . .., px para a realizagcdo

do evento Ey. Para k = 2 temos ensaios de Bernoulli. Entdo,

n!

MMlt(nAl, oo ’nAk;n’ Pl 9pk) = —p:lAlpZAZ .. 'pZAk’ (313)
na, !nAz! e nAk!
compi+---+pr=1pi=0eny +---+ny =n.
O sistema de probabilidades definido desta forma é chamado distribuicdo multinomial ( [ ]).

Teorema 5 (Aproximacgdo da Hipergeométrica Generalizada pela Multinomial). Uma populacdo de N ele-
mentos é dividida em elementos do tipo Ay, ...,Ax na propor¢do py : pa i ... : py, onde py + -+ + pr = 1.
Uma amostra de tamanho n € retirada sem reposi¢do. A probabilidade de que ela contenha exatamente ny, el-
ementos do tipo Ay, ..., na, elementos do tipo Ay é dada por uma distribuigdo hipergeométrica generalizada,

definida em 3.12. Quando N — oo, esta probabildade se aproxima de Mult(ny,, ... ,na,;n, pi, ..., Pi)-

Demonstracdo. Vide [ ], pagina 172. |

Teorema 6 (Teorema Central do Limite Multivariado). Se ¥ € o vetor de médias de uma amostra aleatoria
Y1.¥2,--.,Y¥Yn de uma populacdo com vetor de médias u e matriz de covaridncias X, entdo quando n — oo, a
distribuicdo de \n(y — ) aproxima-se de N »(0,X) ( [ 1)

Corolario 2 (Aproximagdo da Multinomial pela Normal Multivariada). Se § é o vetor de médias de uma
amostra aleatoria y1,y2, . ..,Yn de uma populacdo multinomial definida em 3.13, entdo quando n — o, a

distribui¢do de \n(y — y) aproxima-se de N,(0,X).

Aproximando-se a distribui¢do do vetor py, ..., pi— por uma normal multivariada, pode-se calcular um in-
tervalo ou regido de confianca 1 —a. Os intervalos sdo utilizados no caso em que s6 temos um parametro sendo

estimado (caso uniparamétrico), e as regides quando temos dois ou mais parametros (caso multiparamétrico).
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Para a interpretacdo destes intervalos (ou regides) nao pode-se falar em probabilidade de a estimativa estar
contida no intervalo (ou regido) calculado, visto que a Inferéncia Frequentista ndo admite tratar parimetros
populacionais como varidveis aleatérias. Assim, a interpretacdo mais conhecida é que se calculdssemos n in-

tervalos (ou regides) de confianca, (1—a)x100% conteriam o verdadeiro pardmetro (ou vetor de pardmetros).

Devido a restrigao Zle pa;, = 1, o espago paramétrico € um simplex, i.e., um hiperplano de dimensio
menor que o espago no qual estd contido. No caso de trés candidatos, podemos visualizar este hiperplano
como um triangulo equildtero em um espaco cartesiano de 3 dimensdes, conforme as Figuras 4.3 e 4.4. Na
Figura 3.5 estdo apontadas as regioes do simplex onde ocorrem os possiveis eventos em um cendrio eleitoral

com trés candidatos.

Pa,,
(1.0.0

A, ganha no 1" tumo, A, em 2 lugar
Aq ganha no 1% turno, Az em 2° lugar
A, ganha no 1" turno, A, em 2° lugar
A5 ganha no 1°turno, Az em 2° lugar

)
(05,005 (05 05 M i
)
5) Az ganhano 1% tumo, A, em 2° lugar
)
)
)
)

As ganha no 1 turno, A, em 2° lugar
Aq e As no 2% tumo, Aq na frente
Ay e Ay no 2°tumno, Ag na frente
Ay e Az no 27turmo, Ay na frente
1A e Ay no 27 tumo, Ag na frente
1Az e Az no 27tumo, Az na frente
1 As e Ay no 27 tumo, Ag na frente

12 11 8

1
1
1

ba = O

(0,0, 1) {0,0.5,05) {0, 1,0

Pa, P,

Figura 3.5: Simplex gerado pela restri¢cao pa, + pa, + pa, = 1, com regides representando os possiveis eventos em um
cendrio eleitoral com trés candidatos.

3.4 Bayesiana
3.4.1 k Candidatos

O problema de estimar proporcdes € resolvido de forma direta na abordagem Bayesiana, pois é geral
para qualquer nimero de candidatos. Como foi apresentado no Teorema 2, é possivel pensar neste problema
assumindo-se, por exemplo, uma priori Dirichlet(1,1, ..., 1) de dimensdo k, que com seu niicleo multiplicado

pelo nucleo da verossimilhanga multinomial de mesma dimensdo resulta em uma posteriori Dirichlet(1 +
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na,, 1 + na,,...,1 + ns,), onde ny, € o nimero de votos atribuidos, apds a distribui¢do dos indecisos, ao

i-ésimo candidato na amostra (i = 1, ..., k).

Com a posteriori conjunta pode-se calcular, por exemplo, a probabilidade de o candidato A; vencer a
elei¢do no primeiro turno, i.e., ter a maioria absoluta dos votos vélidos na amostra. Para resolver esta integral
de k dimensodes, utiliza-se algum recurso numérico. Neste trabalho utilizou-se simulagdo de Monte Carlo

Ordindrio para aproximar a integral multipla da posteriori Dirichlet, cujos passos sdo descritos abaixo.

1. Defina uma priori Dirichlet para o vetor multinomial de votos para os k candidatos;

2. Gere uma quantidade razodvel (na casa das dezenas de milhares) de posterioris Dirichlet de parametros

(priori para o candidato A + ny,, priori para o candidato Ay + ng,, . . ., priori para o candidato Ag +ng,).

3. Some o nimero de vezes em que a situagdo que vocé tem interesse aparece e divida pelo total de

Dirichlets geradas.



Capitulo 4

Comparacoes

Neste capitulo sdo feitas comparacdes entre as trés metodologias descritas no inicio do Capitulo 3. Toda

a parte computacional e grafica foi desenvolvida no software R 2.10.0 ( [ D,
utilizando-se as bibliotecas [ 1, [ 1, [ 1, [ ],
[ ]. Para possibilitar a reprodugdo exata dos resultados pseudo-aleatdrios obtidos neste tra-

balho, definiu-se uma semente através do comando set.seed(1).

Definicao 7. Iminéncia do empate técnico ocorre quando k candidatos estdo empatados tecnicamente por

k — 1 pontos segundo a teoria frequentista dos institutos.

4.1 Dois Candidatos

Nesta secdo serd apresentada a andlise do cendrio com dois candidatos, comparando as trés metodologias
citadas no Capitulo 3. Um teorema que faz a liga¢do de probabilidades a posteriori com o nivel de significancia

do intervalo de confianga frequentista é apresentado.

Se desejarmos obter o valor de pa,, paran, a e z = zj_¢ fixados, tal que os intervalos para py, € pa, (dados
respectivamente por 3.2 e 3.3) estejam na iminéncia do empate técnico, devemos ter o intervalo para pa, a
esquerda do intervalo de p4, ou vice-versa, com intersec¢lo apenas nos extremos, ou seja, pa, — € = pa, + €

ou pa, — & = pa, + & onde € = z4/pa, (1 — Pa,) /n. Assim temos

31
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Assim temos

Pa,—Pa, = 2¢

R R [pa, (-
2
(2 [, (l—m)
Z —_—_—m
n

422 pa, — 422 P3,
0 “4.1)

(215141 - 1)2

Anpy, —Anpa, +n

4(n+z2)ﬁil —4(n+z2)ﬁA] +n

Por outro lado, se deseja-se obter o valor da propor¢do amostral de votos p4, do candidato Ay, paran, @ e
z = z1-¢ fixados, tal que o intervalo para a diferenca pa, — pa, (dado por 3.11) esteja na iminéncia do empate

técnico, devemos ter um dos extremos deste intervalo igual a zero. Assim

%(nﬁm—z,/nﬁm(l—pm))—l -0
@on -1 = (Eopa _ﬁA|))2
4p3 —dpa +1 = g(ﬁm - p3,)
4pa, —4pa, +1 = %ml—%ﬁzl
4(1+§)ﬁi]—4(1+§)ﬁm+1 =0
A(n+2)py, —4(n+22)pa,+n = 0 (4.2)

A solugdo da equagdo quadritica 4.2 para p4, nos retorna duas raizes reais entre 0 e 1, sendo que ﬁ;‘l =
1- ﬁ;{l, bastando utilizar a maior das raizes. As solu¢des das equagdes 4.1 e 4.2 s@o equivalentes, tornando

as conclusdes andlogas.

Na Figura 4.1 estdo os gréificos das propor¢des amostrais do candidato A versus suas probabilidades de
vitdria no primeiro turno para @ = 0.05 e n = 50, 100, 500, 1000. O par ordenado apresentado em destaque
apresenta na coordenada x o valor que soluciona 4.1 e 4.2 com sua respectiva probabilidade a posteriori (pp)

na coordenada y.

Percebe-se claramente que a medida que n aumenta, as probabilidades de p4, que definem o intervalo com

empate técnico aproximam-se de 0.5, o que € bastante razoavel. Outro fato interessante é que a probabilidade
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a posteriori do ponto que leva os frequentistas a declararem empate técnico parece estar convergindo para o
valor 0.975, ou 1 — 0.05/2.

Para reforcar a ideia, estdo apresentados na Figura 4.2 os mesmos graficos da Figura 4.1, mas com n =
100,000 e @ = 0.01,0.05,0.10,0.20. E facil perceber que para @ = 0.01, pp = 0.995, para @ = 0.05,
pp = 0.975, para @ = 0.10, pp = 0.950 e para @ = 0.20, pp = 0.900.

n=50 e «=0.05 n=100 e «=0.05
o | o |
06336, 0.9699 0.5962,09719
o | o |
< < < <
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Figura 4.1: Proporcdes py, vs probabilidades a posteriori para @ = 0.05 e n = 50, 100, 500, 1000.
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Figura 4.2: Propor¢oes py, vs probabilidades a posteriori para n = 100,000 e @ = 0.01, 0.05, 0.10, 0.20.

Teorema 7. Sejam as sequéncias de varidveis aleatorias

n nzVn+ 72

=ag+ =+ ———
=Ty T i+ 2)
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onde ay e by sdo pardmetros de uma Beta(ay, by), n é o niimero de observagdes e 7 = 7-g = @! (1

Entdo quando n — oo

f(n,Z): -+

1
PlO > = _—
( 2 2 2m+22)

onde 0 é a propor¢do populacional de alguma caracteristica de interesse.

n ng n+z2) @
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_ %)

Demonstracdo. Seja X,, a propor¢do amostral de alguma caracteristica de interesse em uma amostra de

tamanho 7 e 6 a propor¢do populacional da mesma caracteristica. Pelo Teorema Central do Limite,

X, —0

D
- 5 N(O,1).
VoA =0)/n ©.1)

- P
Como X,, — 6, temos que

%,(1 - X,)— 6(1 - 0),

Logo,
Vo(1-6) rp
f —> 1.
VXn(l - Xn)
Assim,
Vo1 -6 X, -0 X, -0
_( _) n I Tl SN
VX(1 = X,) YO =0)/n  \JX,(1 - X,)/n
Logo,
Xn -6 n—oo
P Z%<f<Z1_% — =
VXu(1 = Xu)/n

_ [X,(1 - X, _ [X,(1 - X Do
:P(Xn—zg "(T”)<9<Xn+21_% n(n n)) . 1-a.

4.3)

O caso de “empate técnico”’ou “nada pode-se afirmar sobre o segundo turno”ocorre quando o limite infe-

rior do intervalo de confianga (aproximado) apresentando em (4.3) é igual a 1/2, ou seja,
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_ X1 -X
g, [X=% _1
n 2

onde X = X, e z = z¢ por simplicidade. Calculando X temos

¥ (. [Ra-nY 2 2\, 1
(X——) =(z —} =X2(1+—)—X(1+—)+—=0=>
2 n n n 4

_ 1 zVn+2Z2

N S L

2 2n+72)
— fn2) n nz n+z2
nz)=—-+ ————.
YTy 2+ )

Suponha a priori que 6 ~ Beta(ag, bg). Assim,

n  nzVn+ 22
Hf(n, Z) = 5 + m ~ Beta (a() + f(n, Z), b() +n-— f(n, Z))
Queremos calcular
P0>1f( ) n onz n+ 72
—|f(n,2) = =+ ———|.
5] R S Y

Sejam X1, ...,X; e Yy,...,Y;iid Gama(1,1),i=1,...,a,¢e j=1,...,b,. Sejam ainda

n nzVn+ 72

=g+ =+ —————
n=do ™5 2(n + z%)

n  nzVn+z?
by=by+ = — ————.
T T Dt )
Sabe-se que X| +---+X,, ~ Gama(a,,1)e Y +---+Y, ~ Gama(by,1),com E(X1+---+X,,) = a,/1 = ay,
var(X) + -+ X, ) = a,/1> =a, e EXYy + -+ Y},) = by/1 = by, var(Yy + -+ + ¥} ) = b, /1% = b,,. Logo,

X+ +X,, n  nzVn+z2
fn,z) =5+ 2
Xi+-+Xy +Y 1+ + 7Y, 2 2n+z9)

~ Beta(ap + f(n,z),bp + n — f(n,z)).
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Desta forma pode-se escrever

1 n nzVn+2722 X+ +X, 1 n nzVn+72
PlO>=|f(n,2) = =+ ————| = n —fn,2) = = + ——
( >2f(nz) 2+2(n+22)] (X1+---+Xan+Y1+'~-+Ybn>2f(”2) 2+2(n+z2)

n  nzVNn+z?

=P|X1+ - +X,)-Y1+--+Y,)>0|f(n,2) = = + ——— |

(( | )= (M b) > O|f(n.2) = 3 2(n+zz))

Pelo Teorema Central do Limite,

Xi+--+X, -
! o~ % D, NO,1) (4.4)
Van
e
Yi+---+Y, - b
! b = 7n 25 N, ).
Vb,
by
Como — — 1, temos
an
b, Y1+---+Y, — b
Vb, Yi b b 2o
Van Vb,
ou
Y + "+Yb —bn D
2 — N(0, 1). 4.5)
Van
Logo, por (4.4) e (4.5)
X+ +X —al=[Vi+--+Y, —b
AR i) bl DO iel) SERPVTNPSY
Van
Logo,
p [X1+~-+Xan—a,,]—[Y1+~~+Ybn—bn]>b,,—a,l)
2ay, 2ay '

Tomando n € {2,3,...},
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nzVn + 72 (bo — ap) Vn + 22
b —a (bo —ap) - ———— —z o
n_ono_ n+z = n b S
2ay n nzVn+z? nn+7%) nzN6n+z2 2aon+72%) V1+0+0
2a0+—+—2 + +
2 2(n+z) n2 n2 n2
Assim,
P9>1f( ) n+nz n+2z2\ now PZ>-2)=1 (04
=|f(n,2) = = -=1-=.
2T T D ) ¢ 2
o

Corolario 3. Considere um processo eleitoral brasileiro com dois candidatos, A e A,. Seja max( ﬁ;h Py )=
Da,, onde ﬁ;h eﬁxl sdo solucdes da equagdo 4(n+z2)ﬁf‘1 —4(n+zz)ﬁ,41 +n =0, tal que IC(pa, — pa,, 1 —@) =
[0, 6]. Quando n — oo entdo P(pa, > 1/2| pa,) > 1 —a/2.

Em outras palavras, este coroldrio afirma que enquanto os frequentistas estdo no limiar entre o empate
técnico e a declaracido de quem estd na frente com base em um intervalo de confianga 1 — @, os bayesianos
acreditam que o candidato com mais votos tem probabilidade 1 — /2 de vitéria. Por exemplo, o grifico com
n = 100,000 e @ = 0.05 na Figura 4.2 indica que se tivermos um cendrio com dois candidatos (o segundo
turno, por exemplo) com os respectivos n € @, € o candidato com mais votos (digamos A;) tiver 50.31% das
intengdes dos votos, a metodologia frequentista indicard empate técnico, enquanto os bayesianos dirdo que A

tem aproximadamente 0.9749 = 1 — 0.05/2 de probabilidade de vitdria.
4.2 Trés Candidatos

Nesta secao serd apresentada a andlise do cenario com trés candidatos, comparando as metodologias
citadas no Capitulo 3. Para comparar os trés métodos, foi feito o seguinte: encontraram-se as proporcdes
DA,»> D, € Da, para dados valores de n e @ que levassem a iminéncia do empate técnico, i.e., o limite superior
do intervalo de confianca para a proporcio de votos do candiato com menos votos € igual ao limite inferior
do intervalo do candidato que estd em segundo lugar na pesquisa; por fim, o limite superior do intervalo do
candiato segundo colocado € igual ao limite inferior do intervalo do candidato que esté a frente na pesquisa.

Com estas propor¢des foram feitas as andlises bayesiana e frequentista correta.

Pela Tabela 4.1 é possivel perceber que a medida que aumentamos »n a situagdo de segundo turno entre
A] e A fica melhor definida, com probabilidade em torno de 0.99. Nas Figuras 4.3 e 4.4 estdo apresentados
os gréficos dos elipsdides de confianca obtidos da anélise frequentista correta. Note que as dreas das fig-
uras sdo muito similares as probabilidades descritas na Tabela 4.1, o que pode sugerir uma relacdo entre as

metodologias também no caso de trés candidatos.
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1 08 06 04 02 0

pA2

(a) n =50, pa, = 0.5813972562, ps, = 0.3158114522 ¢ p4, = 0.1027912917

1 08 06 04 02 0
%‘ |

(b) n =100, ps, = 0.5144202347, p4, = 0.3246860305 € p4, = 0.1608937348

Figura 4.3: Elipses de confianga 95% com n = 50 e n = 100.
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1 08 06 04 02 0

(@) n =500, ps, = 0.4160925601, p,, = 0.3316216347, p,, = 0.2522858052

1 08 06 04 02 ¢

(b) n=1000, ps, = 0.3919345050, ps, = 0.3324785813, pa, = 0.2755869137

Figura 4.4: Elipses de confiangca 95% com n = 500 e n = 1000.
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Situacdo Probabilidades a posteriori
n=50 n=100 n=500 n=1000
A vence 0.8327 0.5644  0.0001 0.0000
A, vence 0.0034 0.0001  0.0000  0.0000
Aj vence 0.0000 0.0000  0.0000  0.0000

AjeAyno2° turno 0.1419 04127 09780  0.9771
AreA;no2° turno 0.0200 0.0191  0.0129 0.0128
AjeAszno2° turno 0.0019 0.0037 0.0090 0.0101
A3eA;no2° turno 0.0001 0.0000 0.0000  0.0000
Az e A3no 2° turno  0.0000 0.0000  0.0000  0.0000
A3 e Az no2° turno  0.0000 0.0000 0.0000  0.0000

Tabela 4.1: Possibilidades em um cenario com trés candidatos e as probabilidades a posteriori de cada resultado.
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Capitulo 5

Conclusoes

5.1 Consideracoes Finais

Foi apresentado um comparativo entre as metodologias bayesiana, frequentista correta e a utilizada pelos
institutos. No caso de dois candidatos, quando ocorre a iminéncia do empate técnico definida por 4.1, provou-
se que a probabilidade de vitéria do candidato com mais votos converge para 1 — /2, onde « € a confianca
do intervalo frequentista dos institutos ou da abordagem frequentista correta. Isso significa que enquanto os
frequentistas declaram empate técnico definido pelo Teorema 7, a medida que o tamanho da amostra cresce

o0s bayesianos acreditam em uma probabilidade de vitéria de 1 — /2.

No caso de trés candidatos, fica evidente a diferenca das abordagens frequentistas apontadas neste tra-
balho, uma vez que a prépria definicdo de empate técnico torna-se nebulosa neste cendrio. A extensdo para

quatro ou mais concorrentes € direta.
5.2 Sugestoes para Pesquisas Futuras

Sugere-se um estudo mais detalhado para trés ou mais candidatos na tentativa de encontrar uma relacio
mais geral do que a apresentada neste trabalho, ligando elipséides de confianca — baseados na frequentista
correta — as probabilidades a posteriori. Ao observar os graficos no cendrio com trés candidatos, nota-se uma
proximidade muito grande das 4reas dos elipséides e das probabilidades 2 posteriori. E importante ressaltar

que no caso classico ndo ha interpretagao probabilistica, ao contrario do bayesiano.
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Apéndice A

Artigos 33, 34 e 35 da Lei N°. 9504/97

Presidéncia da Republica
Casa Civil
Subchefia para Assuntos Juridicos
LEI N° 9.504, DE 30 DE SETEMBRO DE 1997. !

Estabelece normas para as eleigdes.

O VICE PRESIDENTE DA REPUBLICA no exercicio do cargo de PRESIDENTE DA REPUBLICA

Faco saber que o Congresso Nacional decreta e eu sanciono a seguinte Lei:
Das Pesquisas e Testes Pré-Eleitorais

Art. 33. As entidades e empresas que realizarem pesquisas de opinido publica relativas as elei¢cdes ou aos
candidatos, para conhecimento publico, sdo obrigadas, para cada pesquisa, a registrar, junto a Justica Eleitoral,

até cinco dias antes da divulgacao, as seguintes informacdes:
I - quem contratou a pesquisa;
II - valor e origem dos recursos despendidos no trabalho;
III - metodologia e periodo de realiza¢do da pesquisa;

IV - plano amostral e ponderacdo quanto a sexo, idade, grau de instrucdo, nivel econdmico e area fisica

de realizac@o do trabalho, intervalo de confiangca e margem de erro;

V - sistema interno de controle e verificacdo, conferéncia e fiscalizacdo da coleta de dados e do trabalho

de campo;

ITexto retirado de http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/leis/19504.htm
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46 APENDICE A. ARTIGOS 33, 34 E 35 DA LEI N°. 9504/97

VI - questiondrio completo aplicado ou a ser aplicado;
VII - o nome de quem pagou pela realizag¢do do trabalho.

§ 1° As informagdes relativas as pesquisas serdo registradas nos 6rgdos da Justica Eleitoral aos quais

compete fazer o registro dos candidatos.

§ 2° A Justica Eleitoral afixard imediatamente, no local de costume, aviso comunicando o registro das
informagdes a que se refere este artigo, colocando-as a disposicao dos partidos ou coligacdes com candidatos

ao pleito, os quais a elas terdo livre acesso pelo prazo de trinta dias.

§ 3° A divulgacdo de pesquisa sem o prévio registro das informacdes de que trata este artigo sujeita os

responsdveis a multa no valor de cinqiienta mil a cem mil UFIR.

§ 4° A divulgacdo de pesquisa fraudulenta constitui crime, punivel com detengdo de seis meses a um ano

e multa no valor de cinqilienta mil a cem mil UFIR.
Art. 34. (VETADO)

§ 1° Mediante requerimento a Justica Eleitoral, os partidos poderao ter acesso ao sistema interno de cont-
role, verificagdo e fiscalizacdo da coleta de dados das entidades que divulgaram pesquisas de opinido relativas
as eleicoes, incluidos os referentes a identificagao dos entrevistadores e, por meio de escolha livre e aleatdria
de planilhas individuais, mapas ou equivalentes, confrontar e conferir os dados publicados, preservada a iden-

tidade dos respondentes.

§ 2° O ndo-cumprimento do disposto neste artigo ou qualquer ato que vise a retardar, impedir ou dificultar
a acdo fiscalizadora dos partidos constitui crime, punivel com detencdo, de seis meses a um ano, com a
alternativa de prestacdo de servi¢os a comunidade pelo mesmo prazo, e multa no valor de dez mil a vinte mil
UFIR.

§ 3° A comprovacao de irregularidade nos dados publicados sujeita os responsaveis as penas mencionadas
no pardgrafo anterior, sem prejuizo da obrigatoriedade da veiculagdo dos dados corretos no mesmo espago,

local, horério, pagina, caracteres e outros elementos de destaque, de acordo com o veiculo usado.

Art. 35. Pelos crimes definidos nos arts. 33, § 4° e 34, §§ 2° e 3°, podem ser responsabilizados penalmente

os representantes legais da empresa ou entidade de pesquisa e do 6rgéo veiculador.
Brasilia, 30 de setembro de 1997; 176° da Independéncia e 109° da Republica.
MARCO ANTONIO DE OLIVEIRA MACIEL
Iris Rezende

Este texto ndo substitui o publicado no D.O.U. de 1°.10.1997
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