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Sola e Diego Torgão, pelas risadas ao longo de todos esses anos. Ao meu orientador, Sérgio Wechsler, pelos

ensinamentos e leveza para realizar este trabalho. Ao meu inestimável amigo Eduardo Yoshio Nakano, que

contribuiu muito para a elaboração da conjectura apresentada neste trabalho, posteriormente provada pelo
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Resumo

Neste trabalho faz-se uma comparação entre as inferências bayesiana e frequentista para a estimação de

proporções em um processo eleitoral brasileiro. Foi feito um contraponto entre as probabilidades a posteriori

bayesianas e os intervalos/regiões de confiança frequentistas. Mostrou-se que os intervalos de confiança ap-

resentados pelos institutos de pesquisa brasileiros não possuem a confiança que afirmam ter, levando o autor

a desenvolver uma metodologia alternativa, denominada neste trabalho como frequentista correta. De posse

das abordagens bayesiana, frequentista correta e dos institutos, encontrou-se um teorema – em um cenário

com dois candidatos – que relaciona intervalos de confiança frequentistas com probabilidades a posteriori

bayesianas. Para três candidatos são apresentados exemplos que contradizem a noção de empate técnico

definida pelos intitutos, largamente veiculada nos meios de comunicação.

Palavras-chave: inferência bayesiana, eleições, proporção, pesquisa eleitoral.
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Abstract

In this paper was made comparisons between the bayesian and frequentist inferences for the estimation

of the proportions in a brazilian electoral process. It was made a comparison between the bayesian posterior

probabilities and frequentist confidence intervals/regions. It was shown that the confidence intervals submitted

by brazilian research institutes lack the confidence that they claim to have, taking the author to develop an

alternative approach, called in this work correct frequentist. With bayesian, correct frequentist and institutes

approaches, we derived a theorem that relates – in a cenario with two candidates – frequentist confidence

intervals with bayesian posterior probabilities. For three candidates are given examples that contradict the

“tie” notion defined by the brazilian research institutes, widely disseminated in mass media.

Keywords: bayesian inference, electoral competition, proportion, electoral survey.
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Capı́tulo 1

Introdução

1.1 Considerações Preliminares

A cada dois anos o povo brasileiro participa das eleições, um direito conquistado após anos de repressão

polı́tica e militar e que asseguraram um Estado democrático, ao menos em paı́ses onde o povo tem informação

e expressa sua opinião através do voto. Devido às incertezas que circundam o resultado eleitoral, faz-se quase

que obrigatória a presença de avaliações a respeito dessas incertezas. A isto damos o nome de pesquisa

eleitoral, que pode ser dividida em dois grandes momentos: o delineamento amostral e a análise dos dados

obtidos através deste delineamento. O foco deste trabalho está na segunda parte, onde assume-se que a amostra

foi “bem selecionada”. O autor não entrará no mérito da qualidade da seleção visto que este tópico renderia

outra dissertação. Para maiores detalhes a respeito de amostragem, sugere-se Bolfarine and Bussab [2005] e

Cochran [1977].

1.2 Objetivos

O objetivo deste trabalho é ressaltar e analisar as diferenças entre as abordagens frequentista e bayesiana

para a estimação de proporções em um cenário eleitoral brasileiro. Para isto foram estruturadas metodologias

apresentadas ao longo dos Capı́tulos 2 e 3, que embasam a discussão apresentada no Capı́tulo 4.

1.3 Organização do Trabalho

No Capı́tulo 2, são apresentados os conceitos fundamentais de Inferência Bayesiana. No Capı́tulo 3 faz-se

a estruturação e comparação de três metodologias de inferência para proporção: i) institutos, ii) frequentista

correta e iii) bayesiana. No Capı́tulo 4 são feitas comparações entre as três metodologias descritas no Capı́tulo

3. Finalmente, no Capı́tulo 5 discutimos algumas conclusões obtidas neste trabalho. Analisamos as vanta-

gens e desvantagens dos métodos propostos, fazendo um apanhado geral do que foi discutido nos capı́tulos

anteriores, sugerindo alguns tópicos para pesquisas futuras.

1
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Capı́tulo 2

Inferência Bayesiana

Inferência estatı́stica é o importante ramo da Estatı́stica que tem por objetivo fazer afirmações sobre quan-

tidades desconhecidas (parâmetros). Tal tipo de afirmação deve sempre vir acompanhada de uma medida de

precisão sobre sua veracidade. Para realizar este trabalho o estatı́stico coleta informações de dois tipos: ex-

perimentais (as amostras) e culturais (aquelas que obtém através da literatura e do conhecimento tácito). As

duas principais escolas de inferência são a Inferência Bayesiana e a Inferência Frequentista (ou Clássica).

Inferência Bayesiana é um tipo de inferência estatı́stica que descreve as incertezas sobre quantidades

desconhecidas de forma probabilı́stica. Incertezas são modificadas periodicamente após observações de novos

dados ou resultados. A operação que calibra a medida das incertezas é conhecida como operação bayesiana e

é baseada na Fórmula de Bayes.

2.1 Fórmula de Bayes

A Fórmula de Bayes é um mecanismo formal utilizado para combinar a opinião do pesquisador a priori

com a informação dos dados, obtida através da (função de) verossimilhança (Paulino et al. [2003]). Podemos

pensar intuitivamente na Fórmula de Bayes como uma ferramenta que nos informa a probabilidade da causa

dada a consequência. Muitas vezes as pessoas tratam erroneamente a Inferência Bayesiana como a simples

aplicação desta fórmula.

Seja o espaço de probabilidade (Ω,A, P), onde

• Ω é um espaço fundamental não vazio (que nas aplicações coincide, em geral, com o espaço amostral)

com elementos ω, ω ∈ Ω, chamados eventos elementares e subconjuntos A, A ⊆ Ω, designados eventos;

• A é a famı́lia (álgebra ou σ-álgebra) dos eventos dotados de probabilidade;

• P é a medida de probabilidade definida para os eventos A ⊆ Ω, A ⊆ A, em que P(A) é a probabilidade

do evento A.

3



4 CAPÍTULO 2. INFERÊNCIA BAYESIANA

Seja uma partição finita (ou infinita) de Ω,

A1, A2, . . . , Am, P(Ai) > 0, Ai ∩ A j = ∅, i , j, ∪iAi = Ω.

Dado outro evento B qualquer, com P(B) > 0, é fácil verificar a decomposição de B na união de conjuntos

disjuntos

B = ∪i(Ai ∩ B).

Consequentemente à aditividade da função P e à definição de probabilidade condicional, temos

P(B) =
∑

i P(Ai ∩ B) =
∑

i P(B|Ai)P(Ai).

Finalmente, notando

P(Ai ∩ B) = P(B|Ai)P(Ai) = P(Ai|B)P(B)

e resolvendo em relação a P(Ai|B), chega-se à Fórmula de Bayes

P(Ai|B) =
P(B|Ai)P(Ai)

P(B)
=

P(B|Ai)P(Ai)∑
i P(B|Ai)P(Ai)

. (2.1)

2.2 Permutabilidade

Introduzido por de Finetti [1974], o conceito de permutabilidade (exchangeability) é de grande im-

portância na Inferência Bayesiana. Esta ideia surgiu quando de Finetti percebeu uma incongruência em afirmar

que eventos (A1, A2, . . . , An) observados em sequência – em particular variáveis aleatórias (X1, X2, . . . , Xn) –

são independentes com probabilidade constante mas desconhecida (Paulino et al. [2003]).

Formalmente, dizemos que um conjunto finito de variáveis aleatórias (X1, X2, . . . , Xn) é permutável quando

f (x1, x2, . . . , xn) = f (xπ(1), xπ(2), . . . , xπ(n)), (2.2)

qualquer que seja a permutação de {π(1), π(2), . . . , π(n)} do conjunto {1, 2, . . . , n}. Um conjunto infinito de

variáveis aleatórias Xi, i = 1, 2, . . . é dito permutável se qualquer subconjunto for permutável no sentido de

(2.2).
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Finetti mostrou que todas as sequências binárias permutáveis são misturas de sequências de Bernoulli.

Hewitt and Savage [1955] generalizaram o resultado de Finetti para qualquer sequência de variáveis.

Intuitivamente, permutabilidade poderia ser considerada da seguinte maneira: se uma pessoa observa uma

sequência de experimentos aleatórios mas não acredita que a ordem destes experimentos é relevante para a

obtenção de informação sobre os parâmetros, então ela considera esta sequência permutável. A suposição de

permutabilidade é mais fraca que a suposição de indepedência, flexibilizando a solução de problemas.

A principal consequência da permutabilidade é o Teorema da Representação de Finetti, de interpretação

bastante difı́cil e sucintamente apresentado a seguir. Se Xi, i = 1, 2, . . . é uma sucessão infinita de variáveis

aleatórias binárias permutáveis, então para qualquer inteiro n existe uma função de distribuição H tal que

f (x1, x2, . . . , xn) =

∫ 1

0

n∏
i=1

θxi(1 − θ)1−xidH(θ), (2.3)

onde

H(θ) = lim
n→∞

P
(S n

n
6 θ

)
, (2.4)

com

S n = X1 + X2 + · · · + Xn, θ = lim
n→∞

S n

n
. (2.5)

2.3 Princı́pio da verossimilhança

Usando a fórmula de Bayes (2.1) com um modelo de probabilidade escolhido, significa que o dado x afeta

a inferência a posteriori somente através da função f (x|θ), que quando considerada como função de θ para um

x fixado é chamada (função de) verossimilhança. Desta maneira a Inferência Bayesiana obedece ao chamado

princı́pio da verossimilhança, que declara que para uma certa informação amostral, quaisquer dois modelos

de probabilidade f (x|θ) que tenham a mesma verossimilhança fornecem a mesma inferência para θ (Gelman

et al. [2004]). Segundo Bernardo and Smith [1994], este princı́pio é uma consequência direta da fórmula de

Bayes, e não algo que seja imposto ou que os bayesianos desejem obedecer (Paulino et al. [2003]).

Exemplo 1. (adaptado de Lindley and Phillips [1976]): Considere uma sucessão de lançamentos de uma

moeda, independentes e condicionados por θ, que designa a probabilidade de sair “cara”. Suponha que

obtenha-se o seguinte resultado ou amostra,

x = {C, C̄,C,C, C̄, C̄,C, C̄, C̄, C̄},

onde C designa “cara” e C̄ “coroa”. Este resultado poderia ser obtido de diversos processos experimentais
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ou regras de parada, como

• lançar a moeda com o número de lançamentos – no caso 10 – fixado anteriormente;

• lançar a moeda até aparecerem 6 coroas;

• lançar a moeda até aparecerem 3 coroas consecutivas;

• lançar a moeda até o jogador ficar saturado, tendo a saturação ocorrido no 10º lançamento.

Em qualquer dos quatro casos a função de verossimilhança é proporcional a θ4(1 − θ)6.

Assim, adotando-se o princı́pio da verossimilhança, toda a informação que x pode dar sobre θ encontra-

se nesta expressão. Saber qual dos quatro processos experimentais foi utilizado (cada um com seu particular

espaço amostral) ou saber qual foi a regra de parada adotada nada tem a acrescentar. Note que a possibil-

idade de o experimentador parar, por seu arbı́trio, ao considerar o resultado x satisfatório, não altera em

nada o que foi dito.

,

Exemplo 2. (adaptado de Lindley and Phillips [1976]): Suponha agora que queiramos testar a hipótese

H0 : θ = 1/2 contra H0 : θ > 1/2. São contemplados dois processos experimentais:

• E1: lançar a moeda 12 vezes;

• E2: lançar a moeda até que apareçam 3 caras;

Admita que o resultado observado nas duas experiências foi x = 9 coroas (portanto 12−9 = 3 caras), que

é uma particular realização da variável aleatória X, que designa o número total de coroas dos experimentos

E1 e E2. Para um frequentista o nı́vel crı́tico (ou valor-p ou nı́vel descritivo amostral, ou seja, a probabilidade

de obter o valor X = 9 ou um valor X > 9 ainda mais desfavorável para a hipótese) da hipótese H0 : θ = 1/2

decorrente da observação difere nos dois casos.

No caso E1, X tem distribuição binomial – X ∼ Bin(12, θ) – cujo nı́vel crı́tico é

P1 = P
(
X ≥ 9|θ = 1

2

)
=

(
12
9

) (
1
2

)12
+

(
12
10

) (
1
2

)12
+

(
12
11

) (
1
2

)12
+

(
12
12

) (
1
2

)12
� 0.0730 = 7.30%.

No caso E2, X tem distribuição binomial negativa – X ∼ BN(3, 1 − θ) – que tem nı́vel crı́tico

P2 = P
(
X ≥ 9|θ = 1

2

)
=

(
11
9

) (
1
2

)12
+

(
12
10

) (
1
2

)13
+

(
13
11

) (
1
2

)14
+ · · · � 0.0327 = 3.27%.
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Logo, se for adotado um limiar de significância de 5%, H0 é rejeitada no caso de E2 mas o contrário

ocorre com E1. Segundo o princı́pio da verossimilhança esta análise não é correta, pois as conclusões tiradas

nos dois casos devem ser idênticas, visto que em qualquer deles a função de verossimilhança é proporcional

a θ9(1 − θ)3. De fato, as verossimilhanças são

• E1 : L1(θ|x) =
(
n
x

)
θx(1 − θ)n−x,

onde, com n = 12 e x = 9, L1(θ|9) =
(
12
9

)
θ9(1 − θ)3 = 220 θ9(1 − θ)3 ∝ θ9(1 − θ)3;

• E2 : L2(θ|x) =
(
k+x−1

x

)
θx(1 − θ)k,

onde, com k = 3 e x = 9, L2(θ|9) =
(
11
9

)
θ9(1 − θ)3 = 55 θ9(1 − θ)3 ∝ θ9(1 − θ)3.

,

2.4 Estatı́sticas suficientes

Qualquer função real t(x1, . . . , xn) de observações em um espaço amostral Ω é chamada estatı́stica (DeG-

root and Schervish [2002]). Sejam as informações amostrais xi, i = 1, . . . , n e os parâmetros θ multidimen-

sionais. A classe F é uma famı́lia exponencial se todos os membros têm a forma

f (xi|θ) = p(xi)g(θ)exp{φ(θ)T u(xi)}.

Os fatores φ(θ) e u(xi) são, em geral, vetores de mesma dimensão de θ. O vetor φ(θ) é chamado “parâmetro

natural” da famı́lia F . A verossimilhança correspondente à sequência x = (x1, . . . , xn) de observações iid é

f (x|θ) =

n∏
i=1

p(xi)g(θ)n exp

φ(θ)T
n∑

i=1

u(xi)

 .
Para todo n e x, esta expressão tem a forma fixa (como função de θ) dada por

f (x|θ) ∝ g(θ)nexp
{
φ(θ)T t(x)

}
, onde t(x) =

n∑
i=1

u(xi).

A quantidade t(x) é chamada estatı́stica suficiente para θ pois a verossimilhança para θ depende dos dados

x somente através do valor t(x) (Gelman et al. [2004]). Isto significa que o conhecimento contido em t(x)

resume toda a informação dos dados amostrais (x1, . . . , xn), tornando o conhecimento dos valores individuais

da amostra irrelevantes para a estimação de θ.

No Exemplo 1 mostrou-se que para estimar θ baseado no princı́pio da verossimilhança, basta saber:
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• o número de lançamentos e de faces cara ou

• o número de lançamentos e de faces coroa ou

• o número de faces cara e coroa.

Fazendo

yi =

 1 se der cara

0 se der coroa
e t(y) =

n∑
i=1

yi,

temos que uma estatı́stica suficiente para o Exemplo 1 é

t(y) =

10∑
i=1

yi = 1 + 0 + 1 + 1 + 0 + 0 + 1 + 0 + 0 + 0 = 4.

No caso, temos que a função de verossimilhança é proporcional a

θt(y)(1 − θ)n−t(y) = θ4(1 − θ)6.

Teorema 1 (Critério da fatoração). Seja x1, . . . , xn uma amostra aleatória de uma distribuição contı́nua ou

discreta cuja fdp ou fp é f (x|θ), onde o valor θ é desconhecido e pertence a um dado espaço paramétrico

Ω. Uma estatı́stica t(x1, . . . , xn) é uma estatı́stica suficiente para θ se e somente se para todos os valores de

x = (x1, . . . , xn) ∈ �n e todos os valores de θ ∈ Ω a fdp conjunta ou a fp conjunta fn(x|θ) de x1, . . . , xn pode

ser fatorada como

fn(x|θ) = u(x)v [r(x), θ] . (2.6)

Aqui, as funções u e v são não negativas; a função u pode depender de x mas não depende de θ e a função

v dependerá do valor observado x somente através do valor da estatı́stica r(x).

Demonstração. Vide DeGroot and Schervish [2002], página 372. �

Para qualquer valor de x cuja fn(x|θ) = 0 para todos os valores de θ ∈ Ω, o valor da função u(x) na Eq.

(2.6) pode ser escolhido para ser 0. Assim, quando o critério da fatoração estiver sendo aplicado, é suficiente

verificar que a fatoração da forma dada na Eq. (2.6) é satisfeita para cada valor de x tal que fn(x|θ) > 0 para

pelo menos um valor de θ ∈ Ω.
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2.5 Informação a priori

A Inferência Bayesiana tem entre seus fundamentos o fato de possuir um mecanismo formal para agregar

informação externa ao experimento, chamada informação a priori. Esta informação está em poder de um

especialista do problema, que pode ser um estatı́stico, pesquisador ou qualquer pessoa interessada em fazer

afirmações sobre entidades desconhecidas de maneira racional. Boa parte desta informação é de caráter subje-

tivo, e pode estar radicada em fontes objetivas (dados históricos, literatura) ou em conclusões pessoais tiradas

pelo especialista (experiência, conhecimento tácito).

A quantificação probabilı́stica destas crenças a priori, especificando a distribuição a priori, recorre a con-

ceitos de probabilidade estranhos à Inferência Frequentista. Um dos pontos centrais do revés entre as escolas

bayesiana e clássica é o fato de os bayesianos aceitarem incluir informações subjetivas ao abordar um prob-

lema, fato rejeitado pelos frequentistas. Lindley [1990] sugere que se um clássico diz a um bayesiano “where

did you get that prior?”, o bayesiano deve responder “where did you get that sample space?”(Paulino et al.

[2003]), mostrando de certa maneira que os frequentistas também utilizam informações subjetivas. Segundo

Gelman et al. [2004], “Todos os métodos estatı́sticos que utilizam probabilidade são subjetivos no sentido de

dependerem de idealizações matemáticas do mundo”.

2.5.1 Distribuições a priori conjugadas

Os dois procedimentos básicos utilizados em Inferência Bayesiana são otimização e integração. O prob-

lema é que quando as funções são um pouco mais complexas, realizar estas duas tarefas pode se tornar

um trabalho infactı́vel. Para contornar em parte estes problemas, escolhem-se prioris conjugadas, ou seja,

distribuições a priori convenientes para utilizar com amostras obtidas de outras distribuições, que levam a

uma posteriori da mesma famı́lia da priori, mas com parâmetros atualizados pelos dados sem a necessidade

de cálculos.

Famı́lias conjugadas

A propriedade de uma distribuição posteriori seguir a mesma forma paramétrica da distribuição priori é

chamada conjugação. A famı́lia conjugada é matematicamente conveniente no sentido de a distribuição poste-

riori seguir uma forma paramétrica conhecida. Obviamente se a informação disponı́vel contradisser a famı́lia

paramérica conjugada, será necessário usar uma ditribuição priori mais realı́stica, ainda que inconveniente

(Gelman et al. [2004]).

Formalmente, diz-se que seF é uma classe de distribuições amostrais f (x|θ), então a classeH é conjugada

de (ou para) F se

h(θ) ∈ H ⇒ h(θ) f (x|θ) ∝ h(θ|x) ∈ H .



10 CAPÍTULO 2. INFERÊNCIA BAYESIANA

Nestas condições diz-se também queH é uma fechada sob amostragem de (ou para) F .

Esta definição é formalmente vaga pois se escolhe-se H como a classe de todas as distribuições, então

H é sempre conjugada, não importando qual classe de distribuições amostrais seja utilizada. Estamos mais

interessados nas famı́lias de prioris conjugadas naturais, que são obtidas considerando H como o conjunto

de todas as densidades tendo a mesma forma funcional da verossimilhança.

Neste contexto mais restrito, de modo a utilizar o conceito de conjugação na prática, temos que H =

{h(θ|a) : a ∈ A}, onde A denota o conjunto de valores para os hiperparâmetros (parâmetros da distribuição

a priori). Assim, H é fechada sob amostragem de F se L(θ|x) ≡ f (x|θ), para cada x, é proporcional a um

membro deH eH é fechada em relação a produtos, ou seja, para todo a0, a1 ∈ A, existe a2 ∈ A tal que

h(θ|a0)h(θ|a1) ∝ h(θ|a2).

A famı́liaH diz-se então conjugada natural de F (Paulino et al. [2003]).

Conjugação na famı́lia exponencial

A subclasse mais importante da famı́lia de distribuições admitindo estatı́sticas suficientes de dimensional-

idade fixa é a famı́lia exponencial Paulino et al. [2003].

Definição 1 (Distribuição Normal Padrão). A função definida por

φ(x) =
1
√

2π
e−

1
2 x2

(2.7)

é chamada função densidade normal padrão. Sua integral

Φ(x) =
1
√

2π

∫ x

−∞

e−
1
2 y2

dt (2.8)

é a função distribuição normal padrão (Feller [1968]).

Teorema 2 (Dirichlet conjugada da Multinomial). Seja X1, . . . ,Xn uma amostra aleatória de uma dis-

tribuição multinomial de tamanho n onde Xi = (Xi1, . . . , Xik)′, i = 1, . . . , n, e cujo vetor de parâmetros

(θ1, . . . , θk) é desconhecido (0 < θ j < 1, j = 1, . . . , k e
∑k

j=1 θ j = 1). Suponha que a distribuição a priori

do vetor (θ1, . . . , θk) é uma Dirichlet com vetor de parâmetros (d1, . . . , dk) (d j > 0). Então a distribuição a

posteriori do vetor (θ1, . . . , θk) dado que Xi = xi (i = 1, . . . , n) é uma Dirichlet com vetor de parâmetros

(d1 +
∑n

i=1 xi1, . . . , dk +
∑n

i=1 xik).

Demonstração. Vide DeGroot [1970], página 174. �
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2.5.2 Distribuições a priori não-informativas

Em diversos casos não tem-se uma opinião objetiva ou subjetiva sobre um parâmetro ou vetor de parâmetros,

situação conhecida como “ignorância a priori”(Paulino et al. [2003]). Distribuições que conseguem represen-

tar a ignorância em algum sentido, são chamadas de prioris vagas, difusas ou não-informativas. Poderia-se

dizer que o pesquisador ou o estatı́stico “deixam os dados falarem por si mesmos”, buscando a situação em

que a posteriori seja afetada minimamente por informações externas aos dados (Gelman et al. [2004]).

Distribuições próprias e impróprias

Uma distribuição de probabilidade é dita própria quando não depende dos dados e sua integral sobre o

espaço paramétricoΘ é 1. Se ela integra qualquer valor finito positivo, é chamada densidade não normalizada,

podendo ser renormalizada – multiplicada por uma constante apropriada – para integrar 1. Se uma distribuição

de probabilidade integra infinito, ela é chamada de imprópria.

Prioris impróprias podem resultar (não necessariamente) em posterioris próprias. Porém, posterioris

obtidas desta forma devem ser interpretadas com muito cuidado, devendo-se verificar se a posteriori tem

integral finita e uma forma coerente (Gelman et al. [2004]). O problema ocorre quando a distribuição a

posteriori do parâmetro de interesse é imprópria, inviabilizando naturalmente a realização de inferências

(Paulino et al. [2003]).

Procurar por uma distribuição a priori que é sempre vaga é um engano: se a verossimilhança é realmente

dominante em algum dado problema, então a escolha entre uma gama de prioris não informativas não deve

fazer diferença. Estabelecendo uma particular especificação como a distribuição priori de referência, parece

encorajar seu uso automático, mas possivelmente inapropriado (Gelman et al. [2004]).

Método de Bayes-Laplace

O primeiro argumento utilizado para gerar distribuições não informativas foi o Princı́pio da Razão Insu-

ficiente de Bayes e Laplace. De acordo com este princı́pio, na ausência de razão suficiente para privilegiar

alguma possibilidade em detrimento das outras decorrente da escassez de informação a priori, deve-se adotar

a equiprobabilidade. A consideração deste argumento como objetivista não é totalmente pacı́fica, já que é

questionável falar-se de “ausência de razão suficiente” sem envolvimento de juı́zos subjetivos.

No caso em que Θ é finito, digamos Θ = {θ1, . . . , θk}, a distribuição não informativa gerada por este

argumento é a distribuição Uniforme Discreta

h(θ) =
1
k
, θ ∈ Θ.

Quando Θ é infinito enumerável, é sabido que não existe nenhuma distribuição de probabilidade seguindo
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os axiomas de Kolmogorov compatı́vel com a equiprobabilidade de todos os valores possı́veis de θ. Distribuições

nestes casos são impróprias.

No caso deΘ infinito não enumerável, o Princı́pio da Razão Insuficiente é interpretado de modo a conduzir

à distribuição Uniforme Contı́nua, que é imprópria se Θ não é limitado (Paulino et al. [2003]).

Em muitos problemas não existe uma escolha clara para uma priori vaga, visto que uma densidade que

é uniforme em uma parametrização não será em outra. Esta é a dificuldade com o Princı́pio da Razão In-

suficiente: em qual escala o princı́pio deve ser aplicado? Por exemplo, parece ser razoável definirmos uma

priori uniforme para a média θ e a densidade h(σ2) ∝ 1/σ2 para σ2 em uma N(θ, σ2). Porém, se definirmos

φ = logσ2, então a priori de φ é

h(φ) = h(σ2)

∣∣∣∣∣∣dσ2

dφ

∣∣∣∣∣∣ ∝ 1
σ2σ

2 = 1,

ou seja, uniforme em φ = logσ2. Com distribuições discretas existe uma dificuldade análoga em decidir como

subdividir os resultados em segmentos de igual probabilidade (Gelman et al. [2004]).

Método de Jeffrey

Jeffrey introduziu uma abordagem para definir distribuições a priori não informativas considerando transformações

biunı́vocas do parâmetro φ = g(θ). Mesmo tranformando-se as variáveis, a priori h(θ) é equivalente, de modo

que representa as mesmas crenças que a priori h(φ), dada por

h(φ) = h(θ)
∣∣∣∣∣ dθdφ

∣∣∣∣∣ = h(θ)
∣∣∣g′(θ)∣∣∣−1

. (2.9)

O princı́pio geral de Jeffrey diz que qualquer regra para determinar a priori h(θ) deve ter resultado equiv-

alente se aplicado no parâmetro transformado, ou seja, h(φ) calculado determinando-se h(θ) e aplicando-se

(2.9) deve levar à mesma distribuição obtida determinando-se h(φ) diretamente usando o modelo transfor-

mado h(x, φ) = h(x|φ)h(φ).

Este princı́pio leva a uma definição de priori não informativa invariante sob tranformações biunı́vocas

como h(θ) ∝ [I(θ)]1/2, onde I(θ) é a informação de Fisher para θ, dada por

I(θ) = E

(d log f (x|θ)
dθ

)2
∣∣∣∣∣∣∣θ
 = −E

[
d2 log f (x|θ)

dθ2

∣∣∣∣∣∣θ
]
. (2.10)

O princı́pio de Jeffrey pode ser extendido para o caso multiparamétrico, mas os resultados são mais contro-

versos. Abordagens simples baseadas em assumir prioris não informativas independentes para os componentes

do vetor de parâmetros θ podem dar resultados diferentes quando obtidos pelo princı́pio de Jeffrey. Quando o

número de parâmetros cresce, é mais viável abandonar prioris não informativas puras e considerar modelos
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hierárquicos (Gelman et al. [2004]).

2.6 Informação a posteriori

O processo de Inferência Bayesiana consiste em atualizar a distribuição a priori h(θ) para uma distribuição

a posteriori h(θ|x), e é natural esperar que algumas relações naturais possam se manter entre estas duas

distribuições. Por exemplo, pode-se esperar que, devido à incorporação dos dados pela posteriori, esta será

menos variável que a priori. Esta noção é formalizada na expressão 2.12.

E(θ) = E(E(θ|X)) (2.11)

e

Var(θ) = E(Var(θ|X)) + Var(E(θ|X)). (2.12)

O resultado expreso pela equação (2.11) indica que a média (mean) a priori de θ é a média (average)

de todas as possı́veis médias a posteriori sobre a distribuição dos dados possı́veis. A fórmula em (2.12) é

interessante pois mostra que a variância da posteriori é menor em média do que a variância da priori, por

uma quantidade que depende das variações nas médias a posteriori sobre a distribuição de todos os dados

possı́veis. Quanto maior for a variação nos dados, maior será o potencial para reduzir nossa incerteza com

relação a θ.

É claro que as relações de média e variância descrevem apenas valores esperados, e em situações es-

pecı́ficas que a variância da posteriori pode ser similar ou até maior que a variância da priori, ainda que isto

possa ser um indicativo de conflito ou incosistência entre o modelo amostral e a distribuição a priori. Esta é

uma caracterı́stica muito geral da Inferência Bayesiana: a posteriori é centrada em um ponto que representa

um meio termo entre a informação a priori e os dados, e este meio termo é dominado pelos dados à medida

que o tamanho da amostra aumenta (Gelman et al. [2004]).

2.6.1 Resumindo a inferência a posteriori

A distribuição de probabilidade a posteriori contém toda a informação até o presente momento sobre θ.

Uma vantagem da abordagem Bayesiana é a flexiblidade com a qual as inferências a posteriori podem ser

resumidas, mesmo após transformações complicadas.

As medidas resumo de locação mais utilizadas são a média, mediana e moda(s) da posteriori. A variação

é comumente resumida pelo desvio padrão, intervalo interquartı́lico e outros quantis. A moda é importante em

estratégias computacionais em problemas mais complexos pois é frequentemente mais fácil de ser calculada

se comparada à média ou à mediana. Quando uma distribuição posteriori tem forma fechada, medidas resumo
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tais como média, mediana e desvio padrão são utilizadas (Gelman et al. [2004]).

Em um problema de decisão definido por um espaço amostral Ω, um espaço de decisão D e uma função

perda L, o risco de Bayes é definido como o maior limite inferior para os riscos ρ(P, d) para todas as decisões

d ∈ D, para qualquer distribuição P do parâmetro W. Qualquer decisão d∗ cujo risco seja igual ao risco de

Bayes é chamada uma decisão de Bayes contra a distribuição P. Se a distribuição de um parâmetro W é

P, qualquer decisão de Bayes contra P será uma decisão ótima para o estatı́stico porque o risco não pode ser

menor para qualquer outra decisão (DeGroot [1970]). Isto conecta a Inferência Bayesiana à Teoria da Decisão,

de forma que as medidas resumo utilizadas são pontos ótimos de alguma função perda L.

2.7 Métodos de Monte Carlo

Em Inferência Bayesiana há uma constante necessidade em resolver integrais para a obtenção da poste-

riori. Esta tarefa é frequentemente complexa, se não impossı́vel de ser realizada analiticamente. Para isso,

utilizam-se os métodos de Monte Carlo, algoritmos criados para calcular aproximadamente o valor de integrais

definidas. São uma boa alternativa aos métodos numéricos, principalmente em cenários multidimensionais.

Ao contrário de algoritmos usuais, estes métodos estão baseados em simulação estocástica, ou seja, esco-

lhem pontos aleatoriamente de uma distribuição de probabilidade nos quais o integrando – no caso a posteriori

– será avaliado. Para executar o método, é necessário gerar números pseudo-aleatórios de uma distribuição

Uniforme em (0, 1). Este procedimento de geração de pontos U(0, 1) está implementado em praticamente

todos os softwares matemáticos e estatı́sticos, não sendo considerado com detalhes nesse texto. Para maior

profundidade, o leitor pode consultar Devroye and Devroye [1986], Ripley [1987] e Gamerman and Lopes

[2006].

2.7.1 Monte Carlo Ordinário

O algoritmo calcula uma estimativa da integral∫
g(θ)h(θ|x)dθ = E

[
g(θ)|x

]
, (2.13)

onde θ e x podem ser vetores.

Simulando uma amostra aleatória θ1, . . . , θn da densidade a posteriori h(θ|x), o método de Monte Carlo

Ordinário aproxima a integral (2.13) pela média empı́rica

Ê
[
g(θ)|x

]
=

1
n

n∑
i=1

g(θi), (2.14)

que pela Lei dos Grande Números converge quase certamente para E
[
g(θ)|x

]
. A precisão desta aproximação
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pode ser medida pelo erro padrão (estimado) de Monte Carlo, dado por

1
√

n(n − 1)

 n∑
i=1

g(θi) −
1
n

n∑
i=1

g(θi)

2
1/2

. (2.15)

Fica claro então que este é um método aproximado, podendo ocorrer situações do tipo F(x) < F(y), x > y,

onde F é uma função distribuição. A precisão do método fica à critério do analista, que pode aumentar o

tamanho n da amostra aleatória gerada, limitado apenas pela capacidade de processamento de seu computador

e de sua habilidade em alocar memória de forma eficiente.

Caso o problema tenha uma dimensão muito grande e este método perca eficiência, talvez seja interessante

considerar métodos de Monte Carlo baseados na simulação de Cadeias de Markov, chamados de Monte Carlo

Markov Chains ou MCMC (Paulino et al. [2003]).
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Capı́tulo 3

Inferência para Proporção

Pode-se dividir as pesquisas eleitorais em dois grandes momentos: a amostragem e a análise dos dados. A

questão da amostragem não será abordada neste trabalho, sendo que o foco é a análise dos dados. Para mais

detalhes sobre amostragem vide Bolfarine and Bussab [2005] e Cochran [1977].

Este capı́tulo faz um comparativo entre três métodos: i) institutos, ii) frequentista correta e iii) bayesiana.

A criação de uma teoria frequentista diferente daquela utilizada pelos institutos deve-se ao fato de o autor não

concordar com o tratamento usual dado pelos institutos, por motivos explicados nas seções subsequentes.

3.1 Independência

Dizer que dois eventos são independentes equivale a afirmar que a ocorrência de um não interfere na

probabilidade de ocorrência do outro, ou seja, P(A = a|B = b) = P(A = a) e P(B = b|A = a) = P(B = b).

No caso de amostragem, as unidades amostrais são independentes se for realizado um plano amostral com

reposição (Bolfarine and Bussab [2005]).

Exemplo 3. Suponha que temos uma urna com 3 bolas azuis e 2 bolas brancas. Sejam os eventos A :

retirar a bolas azuis em 3 extrações e B : retirar b bolas brancas em 3 extrações. A e B serão considerados

independentes se, e somente se, as extrações das bolas forem realizadas com reposição.

No caso com reposição temos que A ∼ Bin(3, 3/5) e B ∼ Bin(3, 2/5). As probabilidades associadas são

P(A = 0) = P(A = 0|B = b) =
(
3
0

) (
3
5

)0 (
2
5

)3
= 8

125 = 0.064 = P(B = 3) = P(B = 3|A = a)

P(A = 1) = P(A = 1|B = b) =
(
3
1

) (
3
5

)1 (
2
5

)2
= 36

125 = 0.288 = P(B = 2) = P(B = 2|A = a)

P(A = 2) = P(A = 2|B = b) =
(
3
2

) (
3
5

)2 (
2
5

)1
= 54

125 = 0.432 = P(B = 1) = P(B = 1|A = a)

P(A = 3) = P(A = 3|B = b) =
(
3
3

) (
3
5

)3 (
2
5

)0
= 27

125 = 0.216 = P(B = 0) = P(B = 0|A = a),

onde a ∈ {0, 1, 2, 3} e b ∈ {0, 1, 2, 3}.

Se fizéssemos extrações sem reposição, os resultados seriam diferentes:

17
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P(A = 0) =
(
3
0

) (
2
5

) (
1
4

) (
0
3

)
=

(
0

60

)
= 0.00 = P(B = 3)

P(A = 1) =
(
3
1

) (
3
5

) (
2
4

) (
1
3

)
=

(
18
60

)
= 0.30 = P(B = 2)

P(A = 2) =
(
3
2

) (
3
5

) (
2
4

) (
2
3

)
=

(
36
60

)
= 0.60 = P(B = 1)

P(A = 3) =
(
3
3

) (
3
5

) (
2
4

) (
1
3

)
=

(
6
60

)
= 0.10 = P(B = 0),

com as probabilidades condicionais

P(A = i|B = j) = 0, se i + j , 3

e

P(A = i|B = j) = 1, se i + j = 3.

,

Percebe-se então que a noção de independência é muito importante quando calcula-se probabilidades de

eventos, mas para grandes populações praticamente não existe diferença entre amostrar com ou sem reposição

(Feller [1968]). Este resultado é esperado, pois quanto maior é o número de bolas na urna, menor é a chance de

sortearmos uma em particular. Estendendo este raciocı́nio para um cenário eleitoral com milhares ou milhões

de eleitores, fica claro que não é absurdo tratar uma amostra sem reposição de maneira independente. Este

resultado ficará mais claro com as demonstrações dos Teoremas 3 e 5, apresentadas na Seção 3.3.3.

3.2 Institutos

Nesta seção trataremos da abordagem de cunho frequentista em relação à estimação de proporções feita

pelos principais institutos de pesquisa no Brasil. Será feita uma discussão baseada em fundamentos de pro-

babilidade aceitos tanto por bayesianos quanto por frequentistas, indicando, quando necessário, os pontos de

divergência entre as duas escolas.

3.2.1 Estimação por ponto

A estimativa por ponto da proporção populacional dos k candidatos é obtida através da proporção amostral,

que é um estimador não viesado para a proporção populacional (Bolfarine and Bussab [2005]). A estimativa

pontual do i-ésimo candidato é dada por

p̂i =
número de votos para o candidato i na amostra

número total de votos na amostra
, (3.1)

onde i = 1, . . . , k.
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3.2.2 Estimação por intervalo de confiança

Segundo os conceitos da Inferência Frequentista, não basta apenas apresentar uma estimativa pontual

como solução para um problema de inferência: é preciso que essa estimativa venha acompanhada de uma

medida indicando sua variabilidade. Em problemas unidimensionais esta medida é a variância do estimador.

No caso de dois ou mais parâmetros, deve-se considerar também a correlação entre os parâmetros, utilizando-

se para isso a matriz de covariâncias estimada.

O fato é que os institutos de pesquisa brasileiros não calculam regiões de confiança para os k candidatos em

um processo eleitoral. Calcula-se um intervalo de confiança individual para cada candidato (Nunes [2004]),

não levando em consideração a estrutura de covariâncias inerente ao problema de estimação de proporções.

Não releva-se o fato de a soma das proporções ser 1, ou seja, em intervalos de confiança que tratam as

proporções de forma independente não considera-se que se a proporção de votos do candidato i aumenta,

a dos demais necessariamente deve cair. As subseções 3.2.3, 3.2.4 e 3.2.5 tratam cada particular caso com

detalhes.

Definição 2. Empate técnico é a situação na qual não é possı́vel dizer qual candidato está à frente de outro

em uma pesquisa eleitoral, segundo os preceitos da Inferência Frequentista.

Segundo Nunes [2004], “A superposição dos intervalos de confiança dos candidatos determina o empate

técnico. É considerado empate técnico quando a diferença entre os candidatos se encontra dentro das mar-

gens de erro das pesquisas, ou seja, quando há superposição dos respectivos intervalos de confiança dos

candidatos.”. O exemplo fornecido por Nunes [2004] considera dois candidatos.

3.2.3 Dois Candidatos

O cenário de dois candidatos é o único que não viola princı́pios básicos de probabilidade, quando tratado

assintoticamente. Isto significa dizer que quando sobrepõem-se os intervalos de confiança dos dois candidatos,

os valores que levam ao empate técnico são praticamente os mesmos quando fazemos o intervalo para a

diferença das proporções populacionais. Veja a subseção 3.3.3, que apresenta a construção do intervalo para

a diferença.

Sobreposição de intervalos de confiança e empate técnico

Em um cenário eleitoral com dois candidatos (como o segundo turno), os institutos procedem da seguinte

forma:

• Calculam-se os intervalos de confiança 1 − α para as proporções pA1 e pA2 dos candidatos A1 e A2,
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respectivamente por

IC(pA1 , 1 − α) = p̂A1 ∓ z1− α2

√
p̂A1(1 − p̂A1)

n
(3.2)

e

IC(pA2 , 1 − α) = p̂A2 ∓ z1− α2

√
p̂A2(1 − p̂A2)

n
, (3.3)

onde n, p̂A1 e p̂A2 são, respectivamente, o tamanho da amostra e a proporção de votos para os candidatos

A1 e A2 na amostra – após dividir proporcionalmente os votos dos indecisos entre A1, A2, brancos e

nulos e excluir os votos não válidos (brancos e nulos). z1−α/2 é o quantil da normal padrão que acumula

1 − α/2 de probabilidade.

• Se os intervalos se sobrepuserem, é declarado empate técnico, ou seja, que nada pode-se afirmar sobre

quem está à frente na pesquisa. Isto ocorre pois, pelo enfoque dos institutos de pesquisa, ainda que

um candidato (suponha A1) tenha uma estimativa pontual maior da proporção de votos, a distância

para o segundo colocado não seria grande suficiente para afirmar que a diferença é estatisticamente

significativa.

Exemplo 4. Suponha que o número de votos para A1 em uma amostra seja 217 e para A2 seja 181. Logo, as

proporções estimadas de votos são

p̂A1 =
217

217 + 181
=

217
398

� 0.5452

e

p̂A2 =
181

217 + 181
=

181
398

� 0.4548.

Por (3.2) e (3.3), os intervalos de confiança 1− 0.05 = 0.95 = 95%, considerando A1 e A2 independentes,

são

IC(pA1 , 95%) = 0.5452 ∓ 1.96

√
0.5452(1 − 0.5452)

398
= (0.4963, 0.5941)

e

IC(pA2 , 95%) = 0.4548 ∓ 1.96

√
0.4548(1 − 0.4548)

398
= (0.4059, 0.5037).

Como os intervalos se sobrepõem, conforme apresentado na Figura 3.1, a interpretação dos institutos é

que pode ocorrer 0.4963 6 pA1 , pA2 6 0.5037, não podendo-se portanto afirmar quem está à frente.

,
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0.4059
[

0.5037
]

0.4963
(

0.5941
)

Figura 3.1: Sobreposição dos ICs para a proporção de votos para os candidatos A1 e A2.

3.2.4 Três Candidatos

Em um cenário com três candidatos já percebe-se os efeitos da desconsideração com a estrutura de co-

variâncias e com a omissão de a soma das proporções ser 1.

Sobreposição de intervalos de confiança e empate técnico

Em um cenário eleitoral com três candidatos, os institutos procedem da seguinte forma:

• Calcula-se o intervalo de confiança 1 − α para as proporções dos candidatos A1 e A2 respectivamente

por (3.2) e (3.3), e para o candidato A3 de forma análoga, por

IC(pA3 , 1 − α) = p̂A3 ∓ z1− α2

√
p̂A3(1 − p̂A3)

n
, (3.4)

onde n, p̂A1 , p̂A2 e p̂A3 são, respectivamente, o tamanho da amostra e a proporção de votos para os

candidatos A1, A2 e A3 na amostra – após dividir proporcionalmente os votos dos indecisos entre A1,

A2, A3, brancos e nulos e excluir os votos não válidos (brancos e nulos). z1−α/2 é o quantil da normal

padrão que acumula 1 − α/2 de probabilidade.

• O empate técnico agora é mais complicado se comparado ao caso de dois candidatos, visto que existem

mais situações possı́veis. Porém, a idéia de sobreposição se mantém.

Exemplo 5. Suponha que o número de votos para A1 em uma amostra seja 217, para A2 seja 181 e para A3

seja 170. Logo, as proporções estimadas de votos são

p̂A1 =
217

217 + 181 + 170
=

217
568

� 0.3820,

p̂A2 =
181

217 + 181 + 170
=

181
568

� 0.3187

e

p̂A3 =
170

217 + 181 + 170
=

181
568

� 0.2993

Por (3.2), (3.3) e (3.4), os intervalos de confiança 1 − 0.05 = 0.95 = 95%, considerando A1, A2 e A3



22 CAPÍTULO 3. INFERÊNCIA PARA PROPORÇÃO

independentes, são

IC(pA1 , 95%) = 0.3820 ∓ 1.96

√
0.3820(1 − 0.3820)

568
= (0.3421, 0.4220), ( )

IC(pA2 , 95%) = 0.3187 ∓ 1.96

√
0.3187(1 − 0.3187)

568
= (0.2803, 0.3570) [ ]

e

IC(pA3 , 95%) = 0.2993 ∓ 1.96

√
0.2993(1 − 0.2993)

568
= (0.2616, 0.3370). { }

Como os intervalos se sobrepõem, conforme apresentado na Figura 3.2, a interpretação dos institutos

é que pode ocorrer 0.2803 6 pA2 , pA3 6 0.3370 e 0.3421 6 pA1 , pA2 6 0.33570, não podendo-se portanto

afirmar quem está à frente.

0.2616
{

0.3370
}

0.2803
[

0.3570
]

0.3421
(

0.4220
)

Empate técnico entre A2 e A3 Empate técnico entre A1 e A2

Figura 3.2: Sobreposição dos ICs para a proporção de votos para os candidatos A1, A2 e A3

,

Este é um exemplo escolhido propositalmente, para mostrar como podem ocorrer situações confusas neste

tipo de estimação. Temos que os intervalos de confiança de A1 e A2 se sobrepõem, indicando empate técnico

entre estes dois candidatos. Na mesma condição estão A2 e A3. Assim, surge uma conclusão um tanto

controversa: A1 está tecnicamente empatado com A2, A2 está tecnicamente empatado com A3, mas A1 e A3

não estão empatados. Ou estão?

3.2.5 k Candidatos

Na situação geral de k candidatos, utilizada pelos principais institutos de pesquisa do Brasil e largamente

divulgada pela mı́dia, temos um cenário ainda mais complexo.

Sobreposição de intervalos de confiança e empate técnico

Em um cenário eleitoral geral com k candidatos, os institutos procedem da seguinte forma:

• Calcula-se o intervalo de confiança 1 − α para as proporções de cada um dos candidatos Ai, i = 1, . . . , k



3.3. INFERÊNCIA FREQUENTISTA CORRETA 23

por

IC(pAi , 1 − α) = p̂Ai ∓ z1− α2

√
p̂Ai(1 − p̂Ai)

n
, (3.5)

onde n, p̂Ai são, respectivamente, o tamanho da amostra e a proporção de votos para o i-ésimo candidato

Ai na amostra – após dividir proporcionalmente os votos dos indecisos entre A1, . . ., Ak, brancos e nulos

e excluir os votos não válidos (brancos e nulos). z1−α/2 é o quantil da normal padrão que acumula

1 − α/2 de probabilidade.

• Novamente a idéia de sobreposição se mantém, apesar de poderem ocorrer situações muito sinuosas.

Baseando-se no Exemplo 5, não é difı́cil imaginar uma situação na qual exista uma sucessão de empates

técnicos, onde é extremamente complexo – se não impossı́vel – dizer quem está tecnicamente empatado com

quem.

3.3 Inferência Frequentista Correta

Em contraponto ao que foi apresentado na Seção 3.2, será feita agora uma abordagem que considera

a dependência entre as proporções amostrais em cenários eleitorais. Desta forma construiu-se uma teoria

frequentista que não viola os axiomas de probabilidade nem os preceitos adotados por esta escola.

3.3.1 Estimação por ponto

A estimação pontual das proporções de votos é tratada aqui da mesma forma que na Subseção 3.2.1.

3.3.2 Estimação por intervalo e regiões de confiança

Neste enfoque será considerada a estrutura de covariâncias existente entre as proporções amostrais em

cenários eleitorais. O caso de dois candidatos será tratado de forma diferente do cenário com três ou mais

concorrentes. Nos casos de dois e três candidatos pode-se visualizar as estimativas, o que não ocorre nos

casos de dimensão maior.

3.3.3 Dois Candidatos

Quando deseja-se extremo rigor ao estimar proporções de votos com dois candidatos, deve-se tratar o

problema com uma distribuição hipergeométrica. Porém surgem complicações nos cálculos, visto que en-

volvem combinações de números muito grandes. Mas o principal problema deste enfoque é encontrar um

pivô ou quantidade pivotal, ou seja, uma transformação que nos leve a uma distribuição que não dependa dos

parâmetros populacionais.
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Sejam as quantidades

NA1 : total de votos para o candidato A1 na população;

nA1 : total de votos para o candidato A1 na amostra;

NA2 : total de votos para o candidato A2 na população;

nA2 : total de votos para o candidato A2 na amostra;

pA1 : proporção de votos para o candidato A1 na população;

p̂A1 : proporção de votos para o candidato A1 na amostra;

pA2 : proporção de votos para o candidato A2 na população;

p̂A2 : proporção de votos para o candidato A2 na amostra;

N = NA1 + NA2 : total de votos na população;

n = nA1 + nA2 : total de votos na amostra.

Definição 3 (Hipergeométrica). Seja uma população com N elementos, sendo NA1 do primeiro tipo e NA2 =

N−NA1 do segundo tipo. Um grupo de n elementos é escolhido aleatoriamente. A probabilidade H(nA1 ; n,NA1 ,N)

de que o grupo sorteado tenha exatamente nA1 elementos do tipo A1 é

H(nA1 ; n,NA1 ,N) =

(
NA1
nA1

)(
N−NA1
n−nA1

)
(

N
n

) . (3.6)

O sistema de probabilidades definido desta forma é chamado distribuição hipergeométrica (Feller [1968]).

Definição 4 (Binomial). Seja B(nA1 ; n, p) a probabilidade que n ensaios de Bernoulli1 com probabilidade p

para sucesso e 1 − p para fracasso resultem em nA1 sucessos e n − nA1 fracassos. Então,

B(nA1 ; n, p) =

(
n

nA1

)
pnA1 (1 − p)n−nA1 . (3.7)

O sistema de probabilidades definido desta forma é chamado distribuição binomial (Feller [1968]).

Iniciou-se o estudo supondo-se que a probabilidade de encontrarem-se exatamente nA1 elementos em

uma amostra aleatória de n elementos segue uma distribuição H(N, n,NA1). Após algumas contas simples,

chegou-se à distribuição de probabilidade das diferenças dos totais de uma distribuição hipergeométrica. Sua

expressão é

P(nA1 − nA2 = x) =

(NA1
n+x

2

)(N−NA1
n−x

2

)
(

N
n

) .

1Ensaios repetidos e independentes são chamados de Ensaios de Bernoulli se existem apenas dois possı́veis resultados para cada
ensaio e as probabilidades se mantêm inalteradas em todos os ensaios. É comum denotar as probabilidades por p e 1 − p, e referir-se
ao resultado com probabilidade p como sucesso e ao outro como fracasso. (Feller [1968])
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Não encontrou-se um pivô que levasse a uma hipergeométrica que não dependesse de A1 e A2. E mesmo

que fosse encontrado, existiria o problema de calcular as probabilidades quando N e n fossem muito grandes.

Inicialmente aproximou-se a hipergeométrica pela binomial, de acordo com o resultado do Teorema 3.

Teorema 3 (Aproximação da Hipergeométrica pela Binomial). Uma população de N elementos é dividida

em elementos do tipo A1 e A2 na proporção p1 : p2, onde p1 + p2 = 1. Uma amostra de tamanho n é

retirada sem reposição. A probabilidade de que ela contenha exatamente nA1 elementos do tipo A1 é dada

por uma distribuição hipergeométrica, definida em 3.6. Quando N → ∞ esta probabildade se aproxima de

B(nA1 ; n, p).

Demonstração. Vide Irony and Pereira [1994], página 192. �

Teorema 4 (Teorema Central do Limite). Seja {Xk} uma sequência de variáveis aleatórias mutuamente in-

dependentes com uma distribuição em comum. Suponha que µ = E(Xk) e σ2 = Var(Xk) existam e seja

S n = X1 + · · · + Xn. Então, para cada β fixado,

P
(
S n − nµ
σ
√

n
< β

)
→ Φ(β), (3.8)

onde Φ(β) é a distribuição normal padrão definida em 2.8 (Feller [1968]).

Demonstração. Vide Feller [1968], página 244. �

Corolário 1 (Aproximação da Binomial pela Normal). Seja {Xk} uma sequência de variáveis aleatórias mu-

tuamente independentes com distribuição binomial de parâmetros n e p. Seja S n = X1 + · · ·+ Xn. Então, para

cada β fixado,

P

 S n − np√
np(1 − p)

< β

→ Φ(β), (3.9)

onde Φ(β) é a distribuição normal padrão definida em 2.8 (Feller [1968]).

Deseja-se encontrar um intervalo de confiança 1 − α para a diferença das proporções populacionais pA1 −

pA2 .

P
(
z α

2
< Z < z1− α2

)
= 1 − α

∴ P

z α
2
<

nA1 − n
NA1

N√(N − n
N − 1

) nNA1 NA2

N2

< z1− α2

 = 1 − α
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∴ P
N

n

nA1 − z1− α2

√
N − n
N − 1

nNA1 NA2

N2

 < NA1 <
N
n

nA1 − z α
2

√
N − n
N − 1

nNA1 NA2

N2

 = 1 − α

Este é um intervalo de confiança 1 − α para NA1 , o total de votos para o candidato A1 na população. Para

obtermos um IC 1 − α para NA1 − NA2 , temos que

NA1 − NA2 = NA1 − (N − NA1) = 2NA1 − N,

ou seja, a menos das constantes 2 e N, um IC 1 − α para a diferença dos totais de votos NA1 − NA2 pode

ser obtido fazendo-se

P

2N
n

nA1 − z1− α2

√
N − n
N − 1

nNA1 NA2

N2

 − N < 2NA1 − N <
2N
n

nA1 − z α
2

√
N − n
N − 1

nNA1 NA2

N2

 − N

 = 1 − α.

(3.10)

Finalmente, um IC 1 − α para a diferença das proporções de votos para A1 e A2 pode ser obtido dividindo-se

o intervalo do qual calcula-se a probabilidade em 3.10 por N, resultando em

P
(
2
n

[
nA1 − z1− α2

√
Var(nA1)

]
− 1 < 2pA1 − 1 <

2
n

[
nA1 − z α

2

√
Var(nA1)

]
− 1

)
= 1 − α,

onde Var(nA1) =
N − n
N − 1

npA1 pA2 e pA1 =
NA1

N
. Estimando-se pA1 e pA2 respectivamente por

p̂A1 =
nA1

n
e p̂A2 =

nA2

n
,

temos um IC 1 − α estimado para pA1 − pA2 tal que

IC(pA1 − pA2 , 1 − α) =
2
n

[
np̂A1 ∓ z1− α2

√
ˆVar(nA1)

]
− 1 (3.11)

onde ˆVar(nA1) =
N − n
N − 1

np̂A1 p̂A2 .

Porém, para N suficientemente grande,
N − n
N − 1

é muito próximo de 1, o que permite aproximar a variância

estimada de nA1 por ˆVar(nA1) = np̂A1 p̂A2 .

Exemplo 6. Considere os dados do Exemplo 4 e suponha que N = 10000. Neste caso

p̂A1 =
217

217 + 181
=

217
398

e p̂A2 =
181

217 + 181
=

181
398

.

Temos ainda que as variâncias, respectivamente com e sem o fator de correção, são
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ˆVar(nA1) =
10000 − 398

10000 − 1
× 398 ×

217
398
×

181
398

� 94.77

ˆVar(nA1) = 398 ×
217
398
×

181
398

� 98.69.

Portanto, um IC 1 − 0.05 = 0.95 = 95% para pA1 − pA2 com o fator de correção é tal que

IC(pA1 − pA2 , 95%) =

(
2

398

[
217 − 1.96

√
94.77

]
− 1,

2
398

[
217 + 1.96

√
94.77

]
− 1

)
� (−0.0054, 0.1863).

Por sua vez, um IC 1 − 0.05 = 0.95 = 95% para pA1 − pA2 sem o fator de correção é tal que

IC(pA1 − pA2 , 95%) =

(
2

398

[
217 − 1.96

√
98.69

]
− 1,

2
398

[
217 + 1.96

√
98.69

]
− 1

)
� (−0.0074, 0.1883).

Como o zero pertence aos intervalos calculados, conclui-se que os candidatos A1 e A2 estão tecnicamente

empatados. Nas Figuras 3.3 e 3.4 estão apresentados os gráficos desta solução.

−1 0.1863
)

0
|

−0.0054
(

1

Figura 3.3: IC 95% para a diferença de proporção de votos para os candidatos A1 e A2, com a correção N−n
N−1 .

−1 0.1883
)

0
|

−0.0074
(

1

Figura 3.4: IC 95% para a diferença de proporção de votos para os candidatos A1 e A2, sem a correção N−n
N−1 .

,

Nota-se que a diferença de amplitude entre os dois intervalos é de apenas 0.004. Esta diferença diminui à

medida que aumenta o tamanho da população, que normalmente é maior que os 10 mil do exemplo.

3.3.4 k Candidatos

Definição 5 (Hipergeométrica Generalizada). Seja uma população com N elementos, sendo NA1 do primeiro

tipo, NA2 do segundo tipo, . . ., NAk do k-ésimo tipo. Um grupo de n elementos é escolhido aleatoriamente. A
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probabilidade HG(nA1 , . . . , nAk ; n,NA1 , . . . ,NAk ) de que o grupo sorteado tenha exatamente nA1 elementos do

tipo A1, . . ., nAk elementos do tipo Ak é

HG(nA1 , . . . , nAk ; n,NA1 , . . . ,NAk ) =

(
NA1
nA1

)
· · ·

(
NAk
nAk

)
(

N
n

) . (3.12)

O sistema de probabilidades definido desta forma é chamado distribuição hipergeométrica generalizada

(Feller [1968]).

Definição 6 (Multinomial). Seja Mult(nA1 , . . . , nAk ; n, p1, . . . , pk) a probabilidade de saı́rem exatamente nA1

observações do evento E1, nA2 observações do evento E2, . . ., nAk observações do evento Ek em n ensaios com

probabilidade p1 para a realização do evento E1, p2 para a realização do evento E2, . . ., pk para a realização

do evento Ek. Para k = 2 temos ensaios de Bernoulli. Então,

Mult(nA1 , . . . , nAk ; n, p1, . . . , pk) =
n!

nA1!nA2! . . . nAk !
p

nA1
1 p

nA2
2 . . . p

nAk
k , (3.13)

com p1 + · · · + pk = 1, pi ≥ 0 e nA1 + · · · + nAk = n.

O sistema de probabilidades definido desta forma é chamado distribuição multinomial (Feller [1968]).

Teorema 5 (Aproximação da Hipergeométrica Generalizada pela Multinomial). Uma população de N ele-

mentos é dividida em elementos do tipo A1, . . . , Ak na proporção p1 : p2 : . . . : pk, onde p1 + · · · + pk = 1.

Uma amostra de tamanho n é retirada sem reposição. A probabilidade de que ela contenha exatamente nA1 el-

ementos do tipo A1, . . ., nAk elementos do tipo Ak é dada por uma distribuição hipergeométrica generalizada,

definida em 3.12. Quando N → ∞, esta probabildade se aproxima de Mult(nA1 , . . . , nAk ; n, p1, . . . , pk).

Demonstração. Vide Johnson et al. [1997], página 172. �

Teorema 6 (Teorema Central do Limite Multivariado). Se ȳ é o vetor de médias de uma amostra aleatória

y1, y2, . . . , yn de uma população com vetor de médias µ e matriz de covariâncias Σ, então quando n → ∞, a

distribuição de
√

n(ȳ − µ) aproxima-se de Np(0,Σ) (Rencher [2002]).

Corolário 2 (Aproximação da Multinomial pela Normal Multivariada). Se ȳ é o vetor de médias de uma

amostra aleatória y1, y2, . . . , yn de uma população multinomial definida em 3.13, então quando n → ∞, a

distribuição de
√

n(ȳ − µ) aproxima-se de Np(0,Σ).

Aproximando-se a distribuição do vetor p̂1, . . . , p̂1−k por uma normal multivariada, pode-se calcular um in-

tervalo ou região de confiança 1−α. Os intervalos são utilizados no caso em que só temos um parâmetro sendo

estimado (caso uniparamétrico), e as regiões quando temos dois ou mais parâmetros (caso multiparamétrico).
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Para a interpretação destes intervalos (ou regiões) não pode-se falar em probabilidade de a estimativa estar

contida no intervalo (ou região) calculado, visto que a Inferência Frequentista não admite tratar parâmetros

populacionais como variáveis aleatórias. Assim, a interpretação mais conhecida é que se calculássemos n in-

tervalos (ou regiões) de confiança, (1−α)×100% conteriam o verdadeiro parâmetro (ou vetor de parâmetros).

Devido à restrição
∑k

i=1 pAi = 1, o espaço paramétrico é um simplex, i.e., um hiperplano de dimensão

menor que o espaço no qual está contido. No caso de três candidatos, podemos visualizar este hiperplano

como um triângulo equilátero em um espaço cartesiano de 3 dimensões, conforme as Figuras 4.3 e 4.4. Na

Figura 3.5 estão apontadas as regiões do simplex onde ocorrem os possı́veis eventos em um cenário eleitoral

com três candidatos.

Figura 3.5: Simplex gerado pela restrição pA1 + pA2 + pA3 = 1, com regiões representando os possı́veis eventos em um
cenário eleitoral com três candidatos.

3.4 Bayesiana

3.4.1 k Candidatos

O problema de estimar proporções é resolvido de forma direta na abordagem Bayesiana, pois é geral

para qualquer número de candidatos. Como foi apresentado no Teorema 2, é possı́vel pensar neste problema

assumindo-se, por exemplo, uma priori Dirichlet(1, 1, . . . , 1) de dimensão k, que com seu núcleo multiplicado

pelo núcleo da verossimilhança multinomial de mesma dimensão resulta em uma posteriori Dirichlet(1 +
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nA1 , 1 + nA2 , . . . , 1 + nAk ), onde nAi é o número de votos atribuı́dos, após a distribuição dos indecisos, ao

i-ésimo candidato na amostra (i = 1, . . . , k).

Com a posteriori conjunta pode-se calcular, por exemplo, a probabilidade de o candidato A1 vencer a

eleição no primeiro turno, i.e., ter a maioria absoluta dos votos válidos na amostra. Para resolver esta integral

de k dimensões, utiliza-se algum recurso numérico. Neste trabalho utilizou-se simulação de Monte Carlo

Ordinário para aproximar a integral múltipla da posteriori Dirichlet, cujos passos são descritos abaixo.

1. Defina uma priori Dirichlet para o vetor multinomial de votos para os k candidatos;

2. Gere uma quantidade razoável (na casa das dezenas de milhares) de posterioris Dirichlet de parâmetros

(priori para o candidato A1 +nA1 , priori para o candidato A2 +nA2 , . . . , priori para o candidato Ak +nAk ).

3. Some o número de vezes em que a situação que você tem interesse aparece e divida pelo total de

Dirichlets geradas.



Capı́tulo 4

Comparações

Neste capı́tulo são feitas comparações entre as três metodologias descritas no inı́cio do Capı́tulo 3. Toda

a parte computacional e gráfica foi desenvolvida no software R 2.10.0 (R Development Core Team [2009]),

utilizando-se as bibliotecas Murdoch et al. [2007], Adler and Murdoch [2009], Weihs et al. [2005], Yee [2009],

Genz et al. [2009]. Para possibilitar a reprodução exata dos resultados pseudo-aleatórios obtidos neste tra-

balho, definiu-se uma semente através do comando set.seed(1).

Definição 7. Iminência do empate técnico ocorre quando k candidatos estão empatados tecnicamente por

k − 1 pontos segundo a teoria frequentista dos institutos.

4.1 Dois Candidatos

Nesta seção será apresentada a análise do cenário com dois candidatos, comparando as três metodologias

citadas no Capı́tulo 3. Um teorema que faz a ligação de probabilidades a posteriori com o nı́vel de significância

do intervalo de confiança frequentista é apresentado.

Se desejarmos obter o valor de p̂A1 , para n, α e z = z1− α2 fixados, tal que os intervalos para pA1 e pA2 (dados

respectivamente por 3.2 e 3.3) estejam na iminência do empate técnico, devemos ter o intervalo para pA1 à

esquerda do intervalo de pA2 ou vice-versa, com intersecção apenas nos extremos, ou seja, p̂A2 − ε = p̂A1 + ε

ou p̂A1 − ε = p̂A2 + ε, onde ε = z
√

p̂A1

(
1 − p̂A1

)
/n. Assim temos

31
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Assim temos

p̂A1 − p̂A2 = 2ε

p̂A1 −
(
1 − p̂A1

)
= 2z

√
p̂A1

(
1 − p̂A1

)
n(

2p̂A1 − 1
)2

=

2z

√
p̂A1

(
1 − p̂A1

)
n

2

4np̂2
A1
− 4np̂A1 + n = 4z2 p̂A1 − 4z2 p̂2

A1

4
(
n + z2

)
p̂2

A1
− 4

(
n + z2

)
p̂A1 + n = 0 (4.1)

Por outro lado, se deseja-se obter o valor da proporção amostral de votos p̂A1 do candidato A1, para n, α e

z = z1− α2 fixados, tal que o intervalo para a diferença pA1 − pA2 (dado por 3.11) esteja na iminência do empate

técnico, devemos ter um dos extremos deste intervalo igual a zero. Assim

2
n

(
np̂A1 − z

√
np̂A1

(
1 − p̂A1

))
− 1 = 0

(
2 p̂A1 − 1

)2
=

(
2z
n

√
np̂A1

(
1 − p̂A1

))2

4p̂2
A1
− 4 p̂A1 + 1 =

4z2

n

(
p̂A1 − p̂2

A1

)
4p̂2

A1
− 4 p̂A1 + 1 =

4z2

n
p̂A1 −

4z2

n
p̂2

A1

4
(
1 +

z2

n

)
p̂2

A1
− 4

(
1 +

z2

n

)
p̂A1 + 1 = 0

4
(
n + z2

)
p̂2

A1
− 4

(
n + z2

)
p̂A1 + n = 0 (4.2)

A solução da equação quadrática 4.2 para p̂A1 nos retorna duas raı́zes reais entre 0 e 1, sendo que p̂′A1
=

1 − p̂′′A1
, bastando utilizar a maior das raı́zes. As soluções das equações 4.1 e 4.2 são equivalentes, tornando

as conclusões análogas.

Na Figura 4.1 estão os gráficos das proporções amostrais do candidato A1 versus suas probabilidades de

vitória no primeiro turno para α = 0.05 e n = 50, 100, 500, 1000. O par ordenado apresentado em destaque

apresenta na coordenada x o valor que soluciona 4.1 e 4.2 com sua respectiva probabilidade a posteriori (pp)

na coordenada y.

Percebe-se claramente que à medida que n aumenta, as probabilidades de p̂A1 que definem o intervalo com

empate técnico aproximam-se de 0.5, o que é bastante razoável. Outro fato interessante é que a probabilidade



4.1. DOIS CANDIDATOS 33

a posteriori do ponto que leva os frequentistas a declararem empate técnico parece estar convergindo para o

valor 0.975, ou 1 − 0.05/2.

Para reforçar a ideia, estão apresentados na Figura 4.2 os mesmos gráficos da Figura 4.1, mas com n =

100, 000 e α = 0.01, 0.05, 0.10, 0.20. É fácil perceber que para α = 0.01, pp � 0.995, para α = 0.05,

pp � 0.975, para α = 0.10, pp � 0.950 e para α = 0.20, pp � 0.900.

.

Figura 4.1: Proporções p̂A1 vs probabilidades a posteriori para α = 0.05 e n = 50, 100, 500, 1000.
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Figura 4.2: Proporções p̂A1 vs probabilidades a posteriori para n = 100, 000 e α = 0.01, 0.05, 0.10, 0.20.

Teorema 7. Sejam as sequências de variáveis aleatórias

an = a0 +
n
2

+
nz
√

n + z2

2(n + z2)

e

bn = b0 +
n
2
−

nz
√

n + z2

2(n + z2)
,
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onde a0 e b0 são parâmetros de uma Beta(a0, b0), n é o número de observações e z = z1− α2 = Φ−1
(
1 −

α

2

)
.

Então quando n→ ∞

P
θ > 1

2

∣∣∣∣∣∣ f (n, z) =
n
2

+
nz
√

n + z2

2(n + z2)

→ 1 −
α

2
,

onde θ é a proporção populacional de alguma caracterı́stica de interesse.

Demonstração. Seja X̄n a proporção amostral de alguma caracterı́stica de interesse em uma amostra de

tamanho n e θ a proporção populacional da mesma caracterı́stica. Pelo Teorema Central do Limite,

X̄n − θ
√
θ(1 − θ)/n

D
−−→ N(0, 1).

Como X̄n
P
−−→ θ, temos que

X̄n(1 − X̄n)
P
−−→ θ(1 − θ).

Logo,

√
θ(1 − θ)√

X̄n(1 − X̄n)

P
−−→ 1.

Assim,

√
θ(1 − θ)√

X̄n(1 − X̄n)

X̄n − θ
√
θ(1 − θ)/n

=
X̄n − θ√

X̄n(1 − X̄n)/n

D
−−→ N(0, 1).

Logo,

P

z α
2
<

X̄n − θ√
X̄n(1 − X̄n)/n

< z1− α2

 n→∞
−−−−→ 1 − α =⇒

=⇒ P

X̄n − z α
2

√
X̄n(1 − X̄n)

n
< θ < X̄n + z1− α2

√
X̄n(1 − X̄n)

n

 n→∞
−−−−→ 1 − α. (4.3)

O caso de “empate técnico”ou “nada pode-se afirmar sobre o segundo turno”ocorre quando o limite infe-

rior do intervalo de confiança (aproximado) apresentando em (4.3) é igual a 1/2, ou seja,
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X̄ − z

√
X̄(1 − X̄)

n
=

1
2

,

onde X̄ = X̄n e z = z α
2

por simplicidade. Calculando X̄ temos

(
X̄ −

1
2

)2

=

z
√

X̄(1 − X̄)
n

2

=⇒ X̄2
(
1 +

z2

n

)
− X̄

(
1 +

z2

n

)
+

1
4

= 0 =⇒

=⇒ X̄ =
1
2

+
z
√

n + z2

2(n + z2)

=⇒ f (n, z) =
n
2

+
nz
√

n + z2

2(n + z2)
.

Suponha a priori que θ ∼ Beta(a0, b0). Assim,

θ

∣∣∣∣∣∣ f (n, z) =
n
2

+
nz
√

n + z2

2(n + z2)
∼ Beta (a0 + f (n, z), b0 + n − f (n, z)) .

Queremos calcular

P
θ > 1

2

∣∣∣∣∣∣ f (n, z) =
n
2

+
nz
√

n + z2

2(n + z2)

.
Sejam X1, . . . , Xi e Y1, . . . ,Y j iid Gama(1, 1), i = 1, . . . , an e j = 1, . . . , bn. Sejam ainda

an = a0 +
n
2

+
nz
√

n + z2

2(n + z2)

e

bn = b0 +
n
2
−

nz
√

n + z2

2(n + z2)
.

Sabe-se que X1+· · ·+Xan ∼ Gama(an, 1) e Y1+· · ·+Ybn ∼ Gama(bn, 1), com E(X1+· · ·+Xan) = an/1 = an,

var(X1 + · · · + Xan) = an/12 = an e E(Y1 + · · · + Ybn) = bn/1 = bn, var(Y1 + · · · + Ybn) = bn/12 = bn. Logo,

X1 + · · · + Xan

X1 + · · · + Xan + Y1 + · · · + Ybn

∣∣∣∣∣∣ f (n, z) =
n
2

+
nz
√

n + z2

2(n + z2)
∼ Beta (a0 + f (n, z), b0 + n − f (n, z)) .
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Desta forma pode-se escrever

P
θ > 1

2

∣∣∣∣∣∣ f (n, z) =
n
2

+
nz
√

n + z2

2(n + z2)

 = P
 X1 + · · · + Xan

X1 + · · · + Xan + Y1 + · · · + Ybn

>
1
2

∣∣∣∣∣∣ f (n, z) =
n
2

+
nz
√

n + z2

2(n + z2)


= P

(X1 + · · · + Xan) − (Y1 + · · · + Ybn) > 0

∣∣∣∣∣∣ f (n, z) =
n
2

+
nz
√

n + z2

2(n + z2)

.
Pelo Teorema Central do Limite,

X1 + · · · + Xan − an
√

an

D
−−→ N(0, 1) (4.4)

e

Y1 + · · · + Ybn − bn
√

bn

D
−−→ N(0, 1).

Como
bn

an
−→ 1, temos

√
bn
√

an

Y1 + · · · + Ybn − bn
√

bn

D
−−→ N(0, 1)

ou

Y1 + · · · + Ybn − bn
√

an

D
−−→ N(0, 1). (4.5)

Logo, por (4.4) e (4.5)[
X1 + · · · + Xan − an

]
−

[
Y1 + · · · + Ybn − bn

]
√

an

D
−−→ N(0, 2).

Logo,

P
( [

X1 + · · · + Xan − an
]
−

[
Y1 + · · · + Ybn − bn

]
√

2an
>

bn − an
√

2an

)
.

Tomando n ∈ {2, 3, . . .},
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bn − an
√

2an
=

(b0 − a0) −
nz
√

n + z2

n + z2√
2a0 +

n
2

+
nz
√

n + z2

2(n + z2)

=

(b0 − a0)
√

n + z2

n
− z√

n(n + z2)
n2 +

nz
√

n + z2

n2 +
2a0(n + z2)

n2

n→∞
−−−−→

0 − z
√

1 + 0 + 0
→ −z

.

Assim,

P
θ > 1

2

∣∣∣∣∣∣ f (n, z) =
n
2

+
nz
√

n + z2

2(n + z2)

 n→∞
−−−−→ P(Z > −z) = 1 −

α

2
.

�

Corolário 3. Considere um processo eleitoral brasileiro com dois candidatos, A1 e A2. Seja max( p̂′A1
, p̂′′A1

) =

p̂A1 , onde p̂′A1
e p̂′′A1

são soluções da equação 4(n+ z2) p̂2
A1
−4(n+ z2) p̂A1 +n = 0, tal que IC(pA1 − pA2 , 1−α) =

[0, δ]. Quando n→ ∞ então P(pA1 > 1/2 | p̂A1)→ 1 − α/2.

Em outras palavras, este corolário afirma que enquanto os frequentistas estão no limiar entre o empate

técnico e a declaração de quem está na frente com base em um intervalo de confiança 1 − α, os bayesianos

acreditam que o candidato com mais votos tem probabilidade 1 − α/2 de vitória. Por exemplo, o gráfico com

n = 100, 000 e α = 0.05 na Figura 4.2 indica que se tivermos um cenário com dois candidatos (o segundo

turno, por exemplo) com os respectivos n e α, e o candidato com mais votos (digamos A1) tiver 50.31% das

intenções dos votos, a metodologia frequentista indicará empate técnico, enquanto os bayesianos dirão que A1

tem aproximadamente 0.9749 � 1 − 0.05/2 de probabilidade de vitória.

4.2 Três Candidatos

Nesta seção será apresentada a análise do cenário com três candidatos, comparando as metodologias

citadas no Capı́tulo 3. Para comparar os três métodos, foi feito o seguinte: encontraram-se as proporções

p̂A1 , p̂A2 e p̂A3 para dados valores de n e α que levassem à iminência do empate técnico, i.e., o limite superior

do intervalo de confiança para a proporção de votos do candiato com menos votos é igual ao limite inferior

do intervalo do candidato que está em segundo lugar na pesquisa; por fim, o limite superior do intervalo do

candiato segundo colocado é igual ao limite inferior do intervalo do candidato que está à frente na pesquisa.

Com estas proporções foram feitas as análises bayesiana e frequentista correta.

Pela Tabela 4.1 é possı́vel perceber que à medida que aumentamos n a situação de segundo turno entre

A1 e A2 fica melhor definida, com probabilidade em torno de 0.99. Nas Figuras 4.3 e 4.4 estão apresentados

os gráficos dos elipsóides de confiança obtidos da análise frequentista correta. Note que as áreas das fig-

uras são muito similares às probabilidades descritas na Tabela 4.1, o que pode sugerir uma relação entre as

metodologias também no caso de três candidatos.
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(a) n = 50, p̂A1 = 0.5813972562, p̂A2 = 0.3158114522 e p̂A3 = 0.1027912917

(b) n = 100, p̂A1 = 0.5144202347, p̂A2 = 0.3246860305 e p̂A3 = 0.1608937348

Figura 4.3: Elipses de confiança 95% com n = 50 e n = 100.
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(a) n = 500, p̂A1 = 0.4160925601, p̂A2 = 0.3316216347, p̂A3 = 0.2522858052

(b) n = 1000, p̂A1 = 0.3919345050, p̂A2 = 0.3324785813, p̂A3 = 0.2755869137

Figura 4.4: Elipses de confiança 95% com n = 500 e n = 1000.
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Situação Probabilidades a posteriori
n = 50 n = 100 n = 500 n = 1000

A1 vence 0.8327 0.5644 0.0001 0.0000
A2 vence 0.0034 0.0001 0.0000 0.0000
A3 vence 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

A1 e A2 no 2° turno 0.1419 0.4127 0.9780 0.9771
A2 e A1 no 2° turno 0.0200 0.0191 0.0129 0.0128
A1 e A3 no 2° turno 0.0019 0.0037 0.0090 0.0101
A3 e A1 no 2° turno 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000
A2 e A3 no 2° turno 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
A3 e A2 no 2° turno 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Tabela 4.1: Possibilidades em um cenário com três candidatos e as probabilidades a posteriori de cada resultado.
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Capı́tulo 5

Conclusões

5.1 Considerações Finais

Foi apresentado um comparativo entre as metodologias bayesiana, frequentista correta e a utilizada pelos

institutos. No caso de dois candidatos, quando ocorre a iminência do empate técnico definida por 4.1, provou-

se que a probabilidade de vitória do candidato com mais votos converge para 1 − α/2, onde α é a confiança

do intervalo frequentista dos institutos ou da abordagem frequentista correta. Isso significa que enquanto os

frequentistas declaram empate técnico definido pelo Teorema 7, à medida que o tamanho da amostra cresce

os bayesianos acreditam em uma probabilidade de vitória de 1 − α/2.

No caso de três candidatos, fica evidente a diferença das abordagens frequentistas apontadas neste tra-

balho, uma vez que a própria definição de empate técnico torna-se nebulosa neste cenário. A extensão para

quatro ou mais concorrentes é direta.

5.2 Sugestões para Pesquisas Futuras

Sugere-se um estudo mais detalhado para três ou mais candidatos na tentativa de encontrar uma relação

mais geral do que a apresentada neste trabalho, ligando elipsóides de confiança – baseados na frequentista

correta – às probabilidades à posteriori. Ao observar os gráficos no cenário com três candidatos, nota-se uma

proximidade muito grande das áreas dos elipsóides e das probabilidades à posteriori. É importante ressaltar

que no caso clássico não há interpretação probabilı́stica, ao contrário do bayesiano.
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Apêndice A

Artigos 33, 34 e 35 da Lei Nº. 9504/97

Presidência da República
Casa Civil

Subchefia para Assuntos Jurı́dicos

LEI Nº 9.504, DE 30 DE SETEMBRO DE 1997. 1

Estabelece normas para as eleições.

O VICE PRESIDENTE DA REPÚBLICA no exercı́cio do cargo de PRESIDENTE DA REPÚBLICA

Faço saber que o Congresso Nacional decreta e eu sanciono a seguinte Lei:

Das Pesquisas e Testes Pré-Eleitorais

Art. 33. As entidades e empresas que realizarem pesquisas de opinião pública relativas às eleições ou aos

candidatos, para conhecimento público, são obrigadas, para cada pesquisa, a registrar, junto à Justiça Eleitoral,

até cinco dias antes da divulgação, as seguintes informações:

I - quem contratou a pesquisa;

II - valor e origem dos recursos despendidos no trabalho;

III - metodologia e perı́odo de realização da pesquisa;

IV - plano amostral e ponderação quanto a sexo, idade, grau de instrução, nı́vel econômico e área fı́sica

de realização do trabalho, intervalo de confiança e margem de erro;

V - sistema interno de controle e verificação, conferência e fiscalização da coleta de dados e do trabalho

de campo;
1Texto retirado de http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/leis/l9504.htm
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VI - questionário completo aplicado ou a ser aplicado;

VII - o nome de quem pagou pela realização do trabalho.

§ lº As informações relativas às pesquisas serão registradas nos órgãos da Justiça Eleitoral aos quais

compete fazer o registro dos candidatos.

§ 2º A Justiça Eleitoral afixará imediatamente, no local de costume, aviso comunicando o registro das

informações a que se refere este artigo, colocando-as à disposição dos partidos ou coligações com candidatos

ao pleito, os quais a elas terão livre acesso pelo prazo de trinta dias.

§ 3º A divulgação de pesquisa sem o prévio registro das informações de que trata este artigo sujeita os

responsáveis a multa no valor de cinqüenta mil a cem mil UFIR.

§ 4º A divulgação de pesquisa fraudulenta constitui crime, punı́vel com detenção de seis meses a um ano

e multa no valor de cinqüenta mil a cem mil UFIR.

Art. 34. (VETADO)

§ 1º Mediante requerimento à Justiça Eleitoral, os partidos poderão ter acesso ao sistema interno de cont-

role, verificação e fiscalização da coleta de dados das entidades que divulgaram pesquisas de opinião relativas

às eleições, incluı́dos os referentes à identificação dos entrevistadores e, por meio de escolha livre e aleatória

de planilhas individuais, mapas ou equivalentes, confrontar e conferir os dados publicados, preservada a iden-

tidade dos respondentes.

§ 2º O não-cumprimento do disposto neste artigo ou qualquer ato que vise a retardar, impedir ou dificultar

a ação fiscalizadora dos partidos constitui crime, punı́vel com detenção, de seis meses a um ano, com a

alternativa de prestação de serviços à comunidade pelo mesmo prazo, e multa no valor de dez mil a vinte mil

UFIR.

§ 3º A comprovação de irregularidade nos dados publicados sujeita os responsáveis às penas mencionadas

no parágrafo anterior, sem prejuı́zo da obrigatoriedade da veiculação dos dados corretos no mesmo espaço,

local, horário, página, caracteres e outros elementos de destaque, de acordo com o veı́culo usado.

Art. 35. Pelos crimes definidos nos arts. 33, § 4º e 34, §§ 2º e 3º, podem ser responsabilizados penalmente

os representantes legais da empresa ou entidade de pesquisa e do órgão veiculador.

Brası́lia, 30 de setembro de 1997; 176º da Independência e 109º da República.

MARCO ANTONIO DE OLIVEIRA MACIEL

Iris Rezende

Este texto não substitui o publicado no D.O.U. de 1º.10.1997
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